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Résumé. Nous introduisons des modèles paramétriques pour des données direction-
nelles bruitées dans lesquels un bruit radial de magnitude σ2 fait dévier les observations
de leur domaine sphérique théorique, à savoir une hypersphère centrée en θ et de rayon r.
Nous considérons les problèmes d’inférence — les tests d’hypothèses, l’estimation ponctuelle
et l’estimation par zone de confiance — sur le paramètre de position θ, dans un contexte
où r et σ2 restent non spécifiés. Nous introduisons divers scénarios asymptotiques dans
lesquels le rayon de l’hypersphère et, de façon plus importante, la magnitude du bruit peu-
vent dépendre de la taille d’échantillon n d’une façon essentiellement arbitraire. Ceci nous
permet de considérer des situations très diverses dans lesquelles l’information a priori que
les données appartiennent à une hypersphère est de plus en plus, ou au contraire de moins
en moins, pertinente. Nous basons notre étude sur la théorie asymptotique des expériences
asymptotiques de Le Cam et notre objectif est d’obtenir une compréhension complète des
expériences limites qui en résultent. Les taux de contigüıté associés, qui caractérisent la
difficulté des problèmes d’inférence considérés, révèlent des résultats assez contre-intuitifs
dans certains des scénarios traités. Nous construisons des estimateurs et des tests qui sont
localement asymptotiquement optimaux de façon adaptative à travers les différents régimes.
Nous montrons que, dans les scénarios asymptotiques standards, les procédures classiques
qui ignorent l’information d’a priori hypersphérique réalisent le taux de convergence optimal
mais n’atteignent pas les bornes d’efficacité, et que, dans des scénarios asymptotiques non-
standards, ces procédures classiques n’ont pas le bon taux de convergence. Nous étudions
par l’intermédiaires d’exercices de Monte Carlo à quel point nos résultats asymptotiques se
matérialisent dans des échantillons de taille finie. Les perspectives de recherche future in-
cluent notamment l’extension au cas non paramétrique dans lequel la loi du bruit n’est pas
spécifiée.

Mots-clés. Théorie asymptotique des expériences statistiques de Le Cam, double asymp-
totique, taux de contigüıté, données presque directionnelles, identifiabilité forte

Abstract. We introduce parametric models for noisy directional data, in which a radial
noise with magnitude σ2 makes the observations deviate from their theoretical hyperspherical
sample space, namely a hypersphere centered at θ and with radius r. We consider inference
— hypothesis testing, point estimation, and confidence zone estimation — on the location
parameter θ, in a framework where both r and σ2 remain unspecified. We introduce several
asymptotic scenarios in which the radius of the hypersphere and, most importantly, the noise
magnitude may depend on the sample size n in an essentially arbitrary way. This allows

1



us to consider very diverse cases, in which the a priori information that the data belong to
a hypersphere is more and more, or on the contrary less and less, relevant. We base our
investigation on Le Cam’s asymptotic theory of statistical experiments and aim at a full
understanding of the resulting limiting experiments. The corresponding contiguity rates,
that characterize how easy/hard inference on θ is, reveal rather counter-intuitive results in
some scenarios. We build locally asymptotically optimal tests and estimators, that turn
out to be adaptively optimal across all asymptotic scenarios. We show that, in standard
asymptotic scenarios, classical procedures that would ignore the hyperspherical a priori in-
formation are rate-consistent but do not achieve efficiency bounds, and that, in non-standard
asymptotic scenarios, such classical procedures are not even rate-consistent. We investigate
the finite-sample relevance of our results through Monte Carlo exercises. Perspectives for
future research in particular include the extension to the nonparametric case in which the
distribution of the radial noise remains unspecified.

Keywords. Le Cam’s theory of asymptotic experiments, contiguity rates, double asymp-
totics, nearly directional data, strong identifiability

1 Contexte

Les problèmes de position multivariés comptent probablement parmi les problèmes les plus
étudiés en statistique. Les tests les plus standards pour les problèmes de position à un et deux
échantillons sont certainement les tests de Hotelling; voir Hotelling (1931). Ils sont encore
beaucoup étudiés aujourd’hui; nous renvoyons par exemple à Chen et al. (2011) et Feng et
al. (2017) pour des tests de Hotelling régularisés à un échantillon, et à Li et al. (2020) pour des
tests d’une nature similaire pour le problème à deux échantillons. Les tests de Hotelling sont
basés sur des moyennes arithmétiques, donc ne sont pas robustes à d’éventuelles observations
aberrantes ou à des queues lourdes. Ceci a motivé l’introduction de tests non paramétriques,
et en particulier de tests de signes et de rangs signés; voir, parmi beaucoup d’autres, Randles
(2000), Hallin et Paindaveine (2002), Larocque, Nevalainen et Oja (2007), Wang, Peng et Li
(2015), et Feng, Zou et Wang (2016). Des contributions récentes en inférence pour la position
multivariée incluent Agostinelli et Greco (2019) qui a étudié l’estimation par vraisemblance
pondérée, Frahm, Nordhausen et Oja (2020), qui a proposé des estimateurs de position pour
des données incomplètes et dépendantes, Dürre et Paindaveine (2022), qui a défini des esti-
mateurs de position affine-équivariants fondés sur des simplexes, Chakraborty et Chaudhuri
(2017), Kock et Preinerstorfer (2019, 2023), qui ont considéré le cas des grandes dimensions,
et Ley et al. (2013), Paindaveine et Verdebout (2017, 2020a,b), qui ont traité les problèmes
de position dans le contexte des données directionnelles.

Que ce soit en faible ou en grande dimension, il est de plus en plus courant de supposer
que la dimension effective des données, k disons, est plus petite que la dimension d de l’espace
ambient; pour ce qui est la grande dimension, nous renvoyons par exemple à Wright et Ma
(2022). Sous une hypothèse de linéarité qui veut que les données proviennent d’une version
bruitée d’une distribution concentrée sur un hyperplan de dimension k de Rd, la méthodologie
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classique dans ce cadre repose alors sur l’analyse en composantes principales, mais bien sûr il
est plus prometteur et général de considérer des techniques de réduction de la dimension non
linéaires qui permettent aux données de dévier d’une variété k-dimensionnelle courbée. En
pratique, tant la dimension k intrinsèque que la variété correspondante restent non spécifiées,
et une vaste littérature a considéré le problème de reconstruire ces quantités-clés inconnues;
nous renvoyons, par exemple, à Donoho et Grimes (2003), Maggioni, Minsker et Strawn
(2016), et aux travaux cités dans ces articles. Des articles récents étudiant l’inférence statis-
tique pour des données déviant de façon modérée d’une variété incluent notamment Shapiro,
Xie et Zhang (2021) et Cheng et Xie (2024), qui ont respectivement considéré des tests de
goodness-of-fit et des tests à deux échantillons.

Typiquement, les résultats obtenus dans la littérature fournissent des vitesses de conver-
gence et, au mieux, des résultats d’optimalité de type minimax sous des conditions conven-
ables; voir, par exemple, Shapiro, Xie et Zhang (2021) et Cheng et Xie (2024). Pour autant
que nous sachions, des résultats d’optimalité/efficacité plus fins, qui établiraient par exemple
une optimalité au sens de Le Cam, n’ont pas été obtenus dans ce cadre. Notre travail a
pour objectif d’obtenir de tels résultats d’optimalité. Puisqu’il n’y a pas de “free lunch”, le
prix à payer est de faire des hypothèses plus fortes sur la forme de la variété sous-jacente,
par exemple, de supposer que cette variété est une hypersphère ou un hypertore. Dans cet
exposé, nous suivons en effet cette route et adoptons un cadre dans lequel l’échantillon à
disposition est fait de versions bruitées de vecteurs aléatoires prenant leurs valeurs sur une
hypersphère de Rd.
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