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Résumé. Nous nous intéressons a la relation liant les grandes valeurs d’une
variable aléatoire réelle Y a une covariable X prenant ses valeurs dans un sous
ensemble X' de RP. Pour ce faire, nous supposons que la loi conditionnelle de
Y sachant X = x est une loi & queue lourde d’indice des valeurs extrémes v(x).
L’estimation de cet indice est une étape essentielle pour l'inférence de la loi
conditionnelle mais cette tache est d’autant plus délicate que la dimension p
augmente. L’objectif de ce travail est de proposer une méthode de réduction
de dimension dans le but d’obtenir un estimateur plus efficace de I'indice des
valeurs extrémes. Plus précisément, nous supposerons qu’il existe un sous-espace
Sp de dimension g < p de base By € RP*? et une fonction positive g(-) tels que
pour tout z € X, v(z) = g(By x). Nous proposons une méthode d’estimation
de ce sous-espace et en établissons la consistance. Nous illustrons les avantages
de cette procédure de réduction de dimension pour I'estimation de l'indice de
valeurs extrémes conditionnel a l’aide de simulations.

Mots-clés. Indice des valeurs extrémes, réduction de dimension, lois a queue
lourde.

Abstract. We are interested in the relationship between the large values of a
real random variable Y and its associated covariate X that takes its values in
a subset X' of RP. To do this, we assume that the conditional distribution of Y’
given X = x has a heavy-tailed distribution with tail index vy(z) > 0. Estimating
this index is a crucial step for the inference of the conditional distribution,
but this task becomes more challenging as the dimension p increases. The
objective of this work is to propose a dimension reduction method to obtain
a more efficient estimator of the extreme value index. Specifically, we assume
the existence of a subspace Sy of dimension ¢ < p with basis By € RP*? and
a positive function g(-) such that for all x € X, v(z) = g(BJ z). We propose
a method to estimate this subspace and establish its consistency. We illustrate
the advantages of this dimension reduction procedure for estimating the extreme
value index through simulations.
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1 Introduction

On considére un couple aléatoire (X,Y’) ou Y est une variable aléatoire positive
et X une variable aléatoire de support X C RP. Nous nous plagons dans le cas
ou pour tout x € X, la loi conditionnelle de Y sachant X = z est a queue lourde
d’indice des valeurs extrémes conditionnel v(z) > 0. Cet indice contréle le com-
portement de la queue de la loi conditionnelle. Son estimation est essentielle
dans de nombreux domaines comme en finance (voir, par exemple, Rockafellar
et Uryasev [8]) ou en assurance (voir par exemple Brazauskas et al. [3] et Read
et Vogel [7]. Plusieurs estimateurs de l'indice des valeurs extrémes condition-
nel sont disponibles dans la littérature citons par exemple Daouia, et al. [4],
Gardes et Stupfler [5] ou encore Goegebeur et al. [6]. Cependant, il est bien
connu que, pour un niveau de précision donné de I'un de ces estimateurs, le
nombre n d’observations croit de maniere exponentielle avec la dimension p. Ce
phénomene est souvent appelé le fléau de la dimension (voir Bellman [2]).

Le point de départ de ce travail est de supposer 'existence d’un sous espace S
de base B € RP*? tel que, pour tout z € X, v(x) = g(B'x), ou g(-) est une
fonction positive inconnue. Ce sous espace est appelé sous-espace TIDR (pour
Tail-index dimension reduction en anglais). Par conséquent, si la matrice B est
connue (ou peut au moins étre estimée), 'estimation de v(X') peut étre effectuée
en remplacant X par la covariable BT X de dimension réduite ¢ < p.

La principale contribution de ce travail est 'introduction d’un nouveau sous-
espace DR, appelé , qui est utile lorsque nous cherchons a estimer I'indice des
valeurs extrémes conditionnel. Nous proposons ensuite une procédure d’estimation
de ce sous-espace et nous démontrons sa consistance.

1.1 Définition du sous-espace TIDR

Dans la suite, nous considérons le modele suivant pour la loi du couple (X,Y).

(M) Le support X de X est supposé compact avec un intérieur non vide et
Pextrémité gauche de la distribution de Y est strictement positive. De
plus, pour tout x € &, la distribution conditionnelle de Y sachant X =z
est a queue lourde avec un indice de queue y(z) > 0.

Rappelons que la loi de Y sachant X = z est a queue lourde si
S(y, ) =y~ L(y, ),

ou L(-,x) est une fonction & variations lentes c’est-a-dire telle que pour tout
t>0etzed,
L(t
lim ZW0:0) g
y=oo L(y, )
Un premier résultat important en vue de la définition du sous-espace TIDR
est le suivant. Pour une matrice donnée B € RP*? avec 1 < ¢ < p, sous le

modele (M) et sous certaines hypotheéses de régularité que nous ne détaillons



pas ici, la loi conditionnelle de Y sachant BT X = BTz est également & queue
lourde d’indice des valeurs extrémes

{B(BTJU) = max _ v(z).

2:BT2=BTx
Une explication intuitive de ce résultat est la suivante. Notons
Sp(y,B'x):=P(Y >y|B'X =B'x),

la fonction de survie de Y sachant BT X = BTx. La fonction Sg(y,-) peut
étre vue comme un mélange de la fonction S(y, -) en ce sens que Sg(y, BT X) =
E [S(y,X)| BTX]. Par conséquent, pour tout x € X, il est naturel de penser
que la vitesse de décroissance de Sp(-,z) est donnée par le plus grand indice
des valeurs extrémes impliqué dans le mélange.

Un sous-espace TIDR est alors défini de la facon suivante.

Définition 1. Un sous-espace vectoriel S de dimension ¢ € {1,...,p} avec
B € RPXY est un sous-espace TIDR si ég(BTX) = (X)) presque sirement.

Lorsque B est la matrice identité de dimension p, il est facile de voir que
¢5(BTz) = () pour tout 2 € X et donc que S = RP est toujours un sous-
espace TIDR. Bien entendu, nous cherchons a trouver le plus petit sous-espace.

Définition 2. Un sous-espace linéaire Sy est le sous-espace central tail index
(CTI) si Sy est un sous-espace TIDR tel que So C S pour tous les sous-espaces
TIDR S.

La base B € RP*Y telle que & = span(B) n’est bien siur pas unique. Il est
plus commode, en particulier pour les besoins de I’estimation, de travailler avec
la base canonique de S§. L’ensemble des bases canoniques des sous espaces de
dimension g est noté B,.

Dans ce qui suit, nous désignons par By € B, la base canonique du sous-
espace CTI §y. La distribution conditionnelle de Y sachant BS— X (qui n’est pas
nécessairement égale & celle de Y étant donné X) est & queue lourde d’indice
€p,(By X) = v(X). Par conséquent, en supposant que By est connu, lindice
des valeurs extrémes conditionnel peut étre estimé en utilisant un échantillon
du couple aléatoire (Bj X,Y) € R? x R au lieu de (X,Y) € R? x R. Lorsque
q < p, cela nous permet de construire un estimateur plus efficace de ~(+).

1.2 Estimation du CTI

Dans cette partie, nous supposons qu’il existe un sous-espace CTI de dimension
connue q. Pour estimer la base canonique By € B, du sous-espace CTI, nous
commencons par remarquer que pour tout r € X et B € By, on a

7(2) = &g, (By 7) < €p(B ),



puisque (z) appartient au support de la distribution conditionnelle de v(X)
donnée par B X = B'x. Ainsi, pour tout B € By avec B # By, P (£p,(Bg X) < {(BT X)) >
0, ce qui conduit a
argminE [¢5(BT X)| = {Bo}.
BeB,

En particulier, soit Xy un sous-ensemble compact a 'intérieur de X" satisfaisant
(C) pour tout B € By, B # By,

P[{&p,(By X) < &p(BTX)} n{X € Ay}] > 0.

Nous avons alors

argminE [5(B X)Ly, (X)] =: argmin ¥(B, Xy) = {Bo}.
BeB, BeB,

Remarquez que la condition (C) implique que le sous-espace CTI S, existe.
L’indicatrice Iy, (X) est introduite ici pour garantir que la densité de X sur Ap
soit suffisamment éloignée de zéro.

Etant donné un échantillon (X1,Y1), -+ ,(Xn,Y,) de copies indépendantes du
couple aléatoire (X,Y), la premiere étape de la procédure d’estimation de By
est Uestimation de la fonction B — ¥(B, Xy). La version empirique de U (B, Ap)
est donnée par

U, (B, X) : ZﬁB (BT X)Ly (X5)-

Nous devons ensuite trouver un estimateur approprié de {g(BTx). Pour mo-
tiver la définition de notre estimateur, commencons par la situation irréaliste
ott nous disposons d’un échantillon {Z;(B,z), i = 1,---,m} de m € N\ {0}
variables aléatoires indépendantes ayant pour loi commune la loi conditionnelle
de Y sachant BTX = BTz. Les statistiques d’ordre associées sont notées
Z(l)(B, )< < Z(n)(B, x). L’estimateur le plus connu de I'indice des valeurs
extrémes est ’estimateur de Hill, qui est donné par la formule suivante

lam] o
VEBH)(BTx) — L Z In ?(m—u-n(B,x)
|_Oé J i=1 Z(m—LamJ)(B7x)

pour tout a €]1/m, 1[. Bien entendu, il ne s’agit pas d’un estimateur puisque les
variables aléatoires {Z;(B,z), ;i = 1,--- ,m} ne sont pas observées. Nous pro-
posons donc de les remplacer dans I'expression de EE;H)(BTI) par un ensemble
de variables aléatoires observées. Plus précisément, introduisons ’ensemble

T(B,z,h):={2€ X |||B"2—-B"z| <h},

ouh=h,>0et

M* = M(B,z,h) ZHT(BM)



le nombre aléatoire de covariables dans I’ensemble 7 (B, z, k). Nous notons par
{Wr = W;(B,x,h), i =1,---, M*} 'ensemble des covariables qui appartien-
nent & T (B, x,h). Les variables Y; associées sont notées {Z* = Z;(B,z,h), i =
1,--+,M*}. Pour alléger les notations, nous mettons une étoile (x) pour rap-
peler la dépendance en B, x et h. Intuitivement, lorsque h est suffisamment
proche de zéro, la variable aléatoire Z; est approximativement distribuée comme
Zi(B,x). Pour une suite (o) = (a) €]0,1[, cela nous ameéne & introduire
I’estimateur de I'indice des valeurs extrémes conditionnel défini ci-dessous.

Définition 3. Sous le modéle (M), pour tout (B, x) € By x X, Uestimateur local
de Hill de ’indice de queue ég(B'x) est

laM™ |

JH) pT, o\ _ fZH) pT . M*—l+1)
€ (BTz) = €5 (B Tz, a, h) := aM* Z In o ———— .

siaM* > 1 et E(BH)(BTz,oz,h) =0 sinon.

Nous proposons ainsi d’estimer ¥ (B, X)) pour tout B € B, par lestimateur
plug-in
VD (B, Xp) : ZéBH) BT X,)lx, (o). (1)
=1

La définition de I'estimateur de By est donnée ci-dessous.

Définition 4. Sous le modéle (M), pour un échantillon (X1,Y1), -, (Xn,Yn)
de copies indépendantes du couple aléatoire (X,Y), Uestimateur B, de la base
canonique du sous-espace CTI minimise la fonction B — U, (B, Xp).

1.3 Consistance de ’estimateur Bn.

Sous des hypothéses supplémentaires techniques que nous ne mentionnons pas
ici, nous montrons que

Hén _ BOH 50

ol || - || est une norme quelconque dans RP*4.
La démonstration de ce résultat passe essentiellement par celle de la consistance
uniforme de l'estimateur \I/%H)(B, Xo) de (B, Ap) i.e.,

lim sup sup ‘\TI%H)(B7XO)—\I/(B,XO) =

n—=0 xeXy BEB,

1.4 Simulations

On se place dans le cadre suivant. La variable aléatoire X suit une loi uniforme
sur Pespace X := [0, 1]? que ’on munit de la norme uniforme || - ||o. Nous fixons



la dimension de la covariable X a p = 8. La variable aléatoire Y est donnée par
Y := Q(U, x) avec U suivant une loi uniforme standard et

Qulz) = u™ @1 + exp{B] x + u"'}] 7!,
ot B; = (0,0,5,5,0,...,0)".
Plusieurs modeles pour la fonction «y(-) sont considérés. Pour les deux pre-

miers modeles, le sous-espace CTI est de dimension ¢ = 1 admettant By =
(2,1,0,...,0)7/3 € R® pour base canonique.

e Modele 1 - Pour tout x € X,

1 9lexp(2B] x) — 1]

Y@) = 35 T 1ofexp(2) = 1]

e Modele 2 - Pour tout x € X,

1 9|cos(3Bg z)|
W)=+ =g
Pour le modele suivant le sous-espace CTI est de dimension ¢ = 2 avec pour base
canonique By = (e1,ez) € R8*2 ot1 e; = (1,0,---,0)" et e5 = (0,1,0,---,0)T.

e Modele 3 - Pour tout x € X,

1 9

Ae) = 2o+ 2 (e~ 0.5) + (e] @ — 0,5)%]
10 5

Nous générons, pour chacun des modeles, N = 100 échantillons de taille n =

2000. Afin d’évaluer la performance d’un estimateur B,, de la base By du sous-

espace CTI, on calcule la distance

1B, = Bol|r

ol || - ||r est norme de Frobenius. Nous comparons l'estimateur TIDR proposé
dans ce travail avec les estimateurs TIREX1 et TIREX2 proposés par Aghbalou
et al. [1]. Notons toutefois que notre méthode n’est applicable que si nous
avons pour tout € X, v(x) > 0 contrairement aux méthodes TIREX qui sont
applicables quelque soit le signe de v(x). A noter également que la méthode
TIREX1 n’est justifiée théoriquement que dans le cas ¢ = 1.

Nous supposons pour le moment que la dimension g du sous-espace CTI est
connue. Une procédure de choix de g sera proposée par la suite. Notre méthode
nécessite de choisir deux parametres h et «. Aprés plusieurs tests sur de nom-
breuses simulations, les choix h = (n~1/3/20" 1)1/ et o = n=3/10 semblent
donner de bons résultats dans la majorité des situations. Les méthodes TIREX
dépendent elles d’un parameétre k& (nombre maximal des plus grandes obser-
vations utilisées pour lestimation). La procédure choix par validation croisée



proposée par [1] est uniquement adaptée dans un contexte d’apprentissage su-
pervisé. Pour donner & notre concurrent ’avantage maximale, nous prenons
pour chaque simulation la valeur de k& donnant les meilleurs résultats parmi
K = {50,60,...,390,400}..

Comparaison entre modeéles — Notons BI'PR = BTIREXL of RTIREX2 g

estimateurs de la base By obtenus respectivement par les méthodes TIDR,
TIREX1 et TIREX2. Les boites-a-moustaches des erreurs sont donnés dans les
Figures 1 et 2. Dans tous les cas, la méthode TIDR donne les meilleurs résultats.
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Figure 1: Comparaison des performances des méthodes TIDR et TIREX (1 et 2)
sur un échantillon taille n = 2000, pour les modeles 1 et 2 avec p =8 et ¢ = 1.

Estimation de l'indice des valeurs extrémes — Nous pouvons utiliser
les estimateurs B,, € {BIPR BTIREX1 BTIREX2Y (y sous-espace CTI pour es-
timer 'indice des valeurs extrémes conditionnel v(z) pour un point z € X. Nous
choisissons pour ce faire d’utiliser ’estimateur local de Hill A(BH) (BT z) introduit
dans le paragraphe précédent.

Pour évaluer la qualité de 'estimation, nous calculons pour chaque réplication
I’erreur moyenne quadratique



L 1 .
By(Bn) = 1555 2 {E(B? B

=1

ot les 1000 points z; sont tirés uniformément sur [0, 1]7.

Les erreurs moyennes sur les N = 100 réplications sont rassemblées dans la
Table 1. Comme on pouvait s’y attendre a la vue des résultats précédents,
I’estimation de 'indice des valeurs extrémes basé sur la réduction de dimension
TIDR est meilleures pour les trois modeles considérés.

Model EA/(‘/B\EIDR) EV(EEIREXI) E (BTIREX2)
1 0.022 (0.018) | 0.023 (0.014) | 0.046 (0.028)
2 0.042 (0.025) | 0.106 (0.043) | 0.095 (0.036)
3 0.048 (0.016) | 0.194 (0.076) | 0.085 (0.022)

Table 1: Comparaison des erreurs moyennes de l’estimation du tail-index (entre
parentheses 1’écart type).

Dans la Table 2, nous avons également évalué la performance de ’estimateur
local de Hill dans 2 cas : 1) on utilise la vraie base By du sous-espace TIDR et
2) on n’effectue pas de réduction de dimension (i.e., on prend la matrice identité
sur RP). Comme cela était prévisible erreur E. (Id) est importante justifiant
ainsi la nécessité d’appliquer une procédure de réduction de dimension dans le
cadre des valeurs extrémes. Pour tous les modeles, les performances de notre
méthode sont proches du cas ou By est connue.

Model E.(Bo)
1 0.014 (0.009)
2 0.035 (0.017)
3 0.047 (0.011)

E,(d)
0.616 (0.102)

(

(

0.925 (0.135)
0.733 (0.109)

Table 2: Comparaison des erreurs moyennes de l'estimation du tail-index (entre
parentheses Iécart type).

Choix de la dimension du TIDR — Nous avons jusqu’a présent supposer
que la dimension 'espace CTT ¢ était connue. Evidement, ce n’est pas le cas
en pratique. Nous proposons ici une procédure de choix basée sur le résultat
suivant.

Lemme 1. Soit d € N\{0}. Nous avons



Choice of dimension E, (BIDR)

Model | G =1| G=2|¢@g=3|q=1]¢=21|¢=3
1 100% | 0% 0% | 0.024 | 0.041 | 0.064
2 100% | 0% 0% | 0.042 | 0.110 | 0.168
3 3% 97 % 0% | 0.074 | 0.048 | 0.095

Table 3: Résultat de la procédure de choix de la dimension et comparaison des
erreurs moyennes selon le choix de gq.

min ¥(B) < min ¥(B).
BeBgta BeBg

P()S()HS p()uI‘ t()ut d

D’apres le Lemme 1, les valeurs de ¢(d) pour d € {1,...,qo} diminue quand
d augmente. Nous proposons donc de sélectionner la dimension en comparant
successivement ¢, (d) a ¢,(d + 1), ou pour tout d € {1,...,p},

Cn(d) = @n(grgd))v

avec Efbd) I’estimateur donné par la méthode TIDR pour la dimension d.
Plus précisément, nous choisissons

gn =min{ d | ¢,(d) <¢,(d+1)}.

Comme le montre la Table 3, cette procédure sélectionne la bonne dimension
dans quasiment tous les cas. La qualité de l'estimation de y(z) est aussi com-
parée selon la dimension sélectionnée afin d’évaluer I'impact de ce choix.
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Figure 2: Comparaison des performances des méthodes TIDR et TIREX (1 et 2)
avec un échantillon taille n = 2000, pour le modele 3 avec p = 8 et ¢ = 2.
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