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Résumé. On s’intéresse au probleme de “’double-dipping” c’est-a-dire a I’utilisation du méme
jeu de données pour faire d’abord un clustering des observations puis un test statistique dont
I’hypothese nulle dépend des classes obtenues a 1’étape précédente. Dans un premier temps, nous
effectuons un état de 1’art des nombreuses approches récemment proposées pour ce probléme, en
les regroupant en deux catégories : les méthodes de partitionnement de 1’information et les ap-
proches conditionnelles. Ensuite, nous proposons une comparaison numérique afin d’évaluer leur
performance en termes de contrdle du risque de premiere espece, de puissance statistique, et de
temps de calcul.

Mots-clés. Tests d’hypothese, clustering, double-dipping, test post-sélection.

Abstract. This work tackles the problem of “double-dipping,” which refers to the use of the
same dataset to first perform clustering of observations and then conduct a statistical test, where
the null hypothesis depends on the clusters obtained in the previous step. Initially, we conduct a
review of the numerous approaches recently proposed for this problem, grouping them into two
categories: information partitioning methods and conditional approaches. Then, we propose a
numerical comparison to evaluate their performance in terms of controlling the Type I error rate,
statistical power, and computation time.
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1 Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons au probleme de ”double-dipping” c’est-a-dire a 1’utilisation
des mémes données pour faire 1) un clustering des individus puis 2) un test basé sur les classes
obtenues. Nous nous placons dans un cadre Gaussien ou pour chaque individu i € {1,...,n},

.....

n X p regroupant les vecteurs X;. Soit C(X) = {C{(X), ..., Cx(X)} le clustering en K classes obtenues



par une méthode de clustering C sur X. Dans ce travail, on s’intéresse a la question de tester s’il y
a une différence entre deux classes Ci(X) et Ci(X). On considere donc I’hypothese nulle :

Hy : n(Cu(X), Ce(X)) = 0, ey

.....

test de comparaison des moyennes des classes Cy et Cy-, le vecteur de contraste s’écrit pour chaque
individu i,

|Cx |Ci|

2)

1; Licc,
ni(Cr, Cp) = ( < < )

avec |Cy| le cardinal de la classe Cy.

Lorsque le vecteur de contraste 7 est fixé a priori et ne dépend pas du jeu de données observé,
I’hypothese nulle n’est pas aléatoire et les tests classiques de comparaison de moyennes entre deux
classes peuvent étre appliqués. Par exemple, la p-valeur p(x) associée au test de Hotelling est
donnée par

p() = Byt ("Xl = lIn"xll2) . (3)

Dans le cadre étudié ici, le vecteur n = n(Ci(X), Cr (X)) dépend des données, et la procédure
de test “naive” associée a la p-valeur dans (3) ne controle plus le risque de premiere espece [Gao
et al., 2022].

Les méthodes récemment proposées pour répondre a cette problématique de test post-clustering
peuvent étre classées en deux catégories : les méthodes de partitionnement de 1’information et les
approches conditionnelles. L’ objectif de ce travail est de faire un état de 1’art de ces méthodes et de
comparer ces méthodes par des simulations numériques.

2 Partitionnement de ’information

L’idée de la premiere catégorie des méthodes étudiées est de reprendre le principe de partition-
nement des données pour les méthodes d’apprentissage supervisé proposé par Cox [1975]. Le
but est d’obtenir deux sous-échantillons indépendants, I’'un pour construire/ajuster le modele et
I’autre pour la procédure de test. Dans le cas de I’inférence post-clustering, Zhang et al. [2019] ont
développé une procédure de test qui utilise le data splitting mais cette procédure ne controle pas
le risque de premiere espece. En effet, reporter 1’information du clustering (construit a partir du
premier sous-échantillon) afin de labéliser les individus du deuxieme sous-échantillon avant le test,
transpose une information provenant du premier échantillon sur le deuxieme. Comme le montre
Gao et al. [2022], ’hypothese testée reste aléatoire du fait du lien entre le vecteur de contraste et
les données utilisées pour faire le test.

Afin de contrebalancer le transfert d’information pour la labélisation du jeu de test, Leiner et al.
[2023] et Neufeld et al. [2023a] proposent de nouvelles méthodes de séparation des données. Au
lieu de partitionner le jeu de données X en deux sous-ensembles d’observations de taille n; et n,



avec n; + n, = n, ces méthodes partitionnent 1I’information pour chaque observation, construisant
ainsi deux jeux de données indépendants ou conditionnellement indépendants X" et X® de taille
n. Le clustering appliqué sur X" permet d’obtenir la classification des n individus, et d’effectuer
la procédure de test sur X? indépendant du vecteur de contraste.

Leiner et al. [2023] proposent une procédure appelée data fission qui vise a créer deux nouveaux
jeux de données X'V et X tels que X = A(XV, X®), ot les lois de XV et XP|X sont connues et
h() est une fonction connue. Pour la loi gaussienne multivariée X; ~ N(u;, X), la procédure définit
Z; ~ N(0,%) indépendante de X;, et X}l) = X; +1Z; ~ N(u;, (1 + t5)2) et sz) =X, -1'Z ~
N(u;, (1 + 772)X). Le parametre de fission T > 0 permet de définir le partage d’information entre
X et X@,

Neufeld et al. [2023a] proposent la procédure de data thinning qui, pour certaines lois, permet
de décomposer X en deux jeux de données X" et X® indépendants tels que X'V + X® = X. Pour
une loi gaussienne multivariée, la procédure propose de générer XEUIX,- = x; ~ Ny(ex;, e(1 — e)X),
ou € € [0, 1] est un parametre de partage de I’information, puis sz) =X, - Xfl). Ainsi la procédure
donne deux jeux de données X'V et X® de lois connues et indépendants. Le clustering peut ainsi
étre obtenu a partir de XD tel que Cy,Cp € CXM), et n(Cy, Cy ) est considéré comme fixé pour la
procédure de test sur X®. La loi sous I’hypothése nulle de la p-valeur

p®) = Py (InxD Xy > [lpx ) x?)) @)

est ainsi connue.

Néanmoins, ces deux méthodes demandent de connaitre la vraie matrice de covariance . De
plus, le parametre € (resp. 7), qui pilote le partage d’information, a besoin d’étre calibré dans la
procédure de data thinning (resp. data fission).

3 Approche conditionnelle

3.1 Définition d’un test conditionnel

Une seconde famille de méthodes permettant de résoudre ce probleme d’inférence post-clustering
consiste a prendre en compte explicitement 1’action de clustering dans le calcul de la p-valeur.
Celle-ci est inspirée de la littérature récente sur I’inférence post-sélection de modele [Fithian et al.,
2014], ou il s’agit de prendre en compte une étape de sélection de variables. Par exemple pour le test
d’Hotelling considéré dans (3), on souhaite conditionner par I’évenement {C;(x), Ci(X) € C(X)} et
définir une p-valeur conditionnelle comme :

By (LX), C (X)) Xl 2 [(C(X), Coe (X)Xl | Cu®), Cio(®) € X))
= Py (In(Cu®), Co®) Xl 2 [1(Cilx), Ce ()Xl | Cu(®), Cu®) € CX)). 5)

Ce conditionnement dans (5) permet de fixer le vecteur de contraste, qui ne dépend que du résultat
du clustering. Néanmoins cette p-valeur n’€tant pas accessible, il faut choisir un conditionnement
plus fort donnant acces a la loi de la statistique de test sous 1’hypothese nulle.
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Gao et al. [2022] s’intéressent au probleme de comparaison de moyenne entre classes (voir

équation (2)) sous I’hypothese X = oI,,. Afin de pouvoir expliciter la p-valeur, ils sur-conditionnent
lln" Xll2
lInI2
jection sur I’orthogonal de la droite engendrée par le vecteur de contraste 7. En fixant 7, X et
dir(n"X), I’aspect aléatoire dans la décomposition de X est uniquement porté par la statistique de

test ||? X||,. La p-valeur obtenue par ce sur-conditionnement peut alors s’écrire :

par rapport a (5) en s’appuyant sur la décomposition X = ;X + n dir(n"X) o m; est la pro-

(X, {Cr, Ce'D) = 1 = E(In"xIl; olinlla, S (x,{Ci; Ce D) (6)
ou F(t; ¢, §') désigne la fonction de répartition de la loi c.y, tronquée a un ensemble S, et
SX,ACr, Cr}) =1{¢ 2 0 : G, Cp € C(X())} (7

est I’ensemble des ¢ > 0 tels que les classes Cy, et Cy sont préservées par la procédure de clustering
appliquée aux données perturbées X(¢) = 7, X + Iln% n dir(n’ x).
2

3.2 Mise en pratique de la méthode

Gao et al. [2022] obtiennent une caractérisation explicite de S dans le cas de la classification as-
cendante hiérarchique pour certaines mesures d’agrégation, et arrivent ainsi a un calcul explicite
de la p-valeur associée. Chen and Witten [2023] ont étendu cette procédure dans le cadre de la
classification par K-means. Pour réussir a expliciter I’ensemble S, ils s’appuient sur les propriétés
des K-means et en conditionnant par un événement plus fort imposant le maintien de la partition
des individus a chaque itération de 1I’algorithme des K-means, appliqué aux données perturbées.
Néanmoins, ce sur-conditionnement risque de faire perdre de la puissance au test statistique final.
Lorsque cet ensemble S ne peut étre explicité, une procédure de Monte-Carlo par Importance Sam-
pling est utilisée pour approcher la p-valeur. Bien que ces résultats aient €té obtenus spécifiquement
dans le cas de la comparaison de deux classes (voir équation (2)), nous avons montré qu’ils se
généralisent sans difficulté a n’importe quel vecteur de contraste ne dépendant que des classes
Ci(X) et Cp(X).

3.3 Extensions pour relaxer la variance sphérique connue

Dans un premier temps, Gao et al. [2022] et Chen and Witten [2023] établissent leurs résultats pour
une matrice de covariance sphérique connue T = o%1,,. Ils proposent ensuite d’étendre les résultats
au cas d’une variance générale connue en transformant les données afin de les rendre sphérique.
Si la matrice de covariance n’est pas connue, Gao et al. [2022] et Chen and Witten [2023] ont
étudié théoriquement I’impact de I’estimation de la variance dans le cas sphérique sur le controle
du risque de premiere espece. Estimer la variance en ignorant la structure de classe conduit a une
surestimation de la variance. Gao et al. [2022] ont montré qu’une telle surestimation maintient le
contrdle du risque de premiere espece, au prix d’une perte de puissance. Gonzdlez-Delgado et al.
[2023] ont proposé une généralisation de la définition du test conditionnel de Gao et al. [2022],
et ont étendu le résultat de surestimation ci-dessus a une covariance X quelconque, et pour toute
structure de dépendance entre individus.



Afin de contourner le probleme difficile d’estimation de la variance, Yun and Foygel Barber
[2023] proposent un test conditionnel dans le cas d’une variance sphérique inconnue. Pour aborder
ce probleéme, ils consideérent une hypothese nulle plus forte, demandant 1’égalité de toutes les vraies
moyennes y; de tous les individus i € Ci(X) U Cr(X). Une nouvelle statistique de test est proposée,
qui prend en compte la dispersion intra-classe des individus :

1P X7
1P X7

R(X) = (IC(X)| + [Cp (X)| = 2) @)
ou PyX capture la différence des moyennes (comme dans Gao et al. [2022]) et ;X capture I’inertie
intra-classe entre les deux classes considérées. Dans le méme esprit que Gao et al. [2022], X est
décomposé en fonction de PyX, P X et (I, — Py — P1)X. La p-valeur est alors sur-conditionnée en
fixant les valeurs des éléments suivants :

PoX Pi1X
1P Xl 1P Xl

1PoXI7 + 1P X7, (I, = Po —PDX. ©)
Ainsi cette p-valeur sur-conditionnée peut étre calculée a partir d’un quantile d’une loi de Fisher
tronquée a un nouvel ensemble S préservant le clustering sur des données perturbées. Dans le
cas d’un clustering a 2 classes, pour les K-means et Classifications Ascendantes Hiérarchiques ,
le nouvel ensemble S est inclus dans I’ensemble S explicite, proposé par Chen and Witten [2023]
et Gao et al. [2022] respectivement. Dans le cas d’un clustering a plus de 2 classes ou une autre
méthode de clustering, la p-valeur est estimée par Importance Sampling.

4 Comparaison numérique des performances des méthodes

Un grand nombre de publications récentes sont apparues sur ce sujet [Gao et al., 2022, Chen and
Witten, 2023, Gonzdlez-Delgado et al., 2023, Yun and Foygel Barber, 2023, Leiner et al., 2023,
Neufeld et al., 2023a, Dharamshi et al., 2023], complété par des publications d’application des
méthodes a des problématiques biologiques [Neufeld et al., 2024, 2023b] ou des publications adap-
tant les méthodes a des tests de comparaison de classe par variable [Hivert et al., 2024, Chen and
Gao, 2023].

Dans ce contexte, nous avons souhaiter proposer une comparaison quantitative des différentes
méthodes au travers de simulations numériques. Dans un premier temps, 1’étude que nous avons
menée permet de vérifier si ces méthodes contrdlent bien le risque de premiere espece. Une fois
les méthodes défaillantes mises de coté, I’étude propose une analyse de la puissance statistique
des méthodes toujours en compétition. Il s’agit en particulier de mesurer I’impact sur la puissance
statistique et sur le temps de calcul d’une méthode d’inférence conditionnelle avec une expression
explicite de la p-valeur, comparée a une estimation par Importance Sampling.

L’ objectif de telles expériences numériques est de 1) comprendre et trouver le meilleur compro-
mis entre la puissance statistique et le temps de calcul des méthodes étudiées et 2) prendre du recul
sur la possibilité d’étendre le calcul explicite a d’autres méthodes de clustering. En particulier, une
perspective naturelle de ce travail est I’étude du clustering par mélanges gaussiens. En effet, cette
méthode de clustering permet d’estimer la matrice de covariance de chaque classes, et d’obtenir
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une probabilité d’appartenance de chaque individu a une classe. 1l serait intéressant d’exploiter ces
deux informations dans le cadre de I'inférence post clustering.
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