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Résumé. Dans divers domaines, tels qu’en génomique, la classification non supervisée
pose des défis en raison de son utilisation pour formuler des hypothéses testées sur les mémes
ensembles de données. Cette pratique, appelée inférence post-classification, compromet les
propriétés statistiques des tests, en particulier le contréle de 'erreur de Type 1. La fission de
données (Leiner et al., 2023) permet d’obtenir deux jeux de données indépendants a partir
d’un seul échantillon, en bruitant 'information contenue dans chaque observation en deux
parties de maniére précise. Ainsi, chaque partie est utilisable indépendamment (pour la clas-
sification non supervisée d’'une part, et pour les tests d’hypothéses qui suivent d’autre part)
sans impacter les propriétés habituelles des méthodes statistiques. Cependant, ses limita-
tions, notamment en termes d’hypothéses distributionnelles et d’adaptabilité & des situations
avec de véritables classes inconnues, restreignent son utilisation. L’application rigoureuse de
la fission de données pour 'inférence post-classification exige une connaissance préalable des
véritables classes et des variances intra-classes associées. Or ces informations sont inconnues
en pratique et doivent alors étre estimées. Nous démontrons que I'indépendance promise par
la fission de données n’est garantie qu’a condition de posséder des estimations non-biaisés des
variances, et que par conséquent, elle ne peut théoriquement assurer le controle de 'erreur
de Type I des tests associés. Nous proposons une nouvelle approche consistant a modéliser
chaque observation comme une réalisation d’un processus distinct, avec des parameétres in-
dividuels, que nous estimons alors de maniére non-paramétrique. Les performances de cette
nouvelle approche ont été évaluées au moyen de simulations numérique, révélant 1’absolue
nécessité d’une trés bonne séparation entre les classes afin de garantir des estimations non-
biaisées des variances locales, et donc le controle effectif de I'erreur de Type I associée. En
conclusion, bien que la fission de données ait été initialement envisagée comme une solution
aux problémes d’inférence post-classification, sa mise en pratique est rendue extrémement
délicate par le lien entre ’estimation de la structure des vraies classes et celle de leur vari-
ance. Le bon comportement de cette approche pour l'inférence post-classification nécessite
indirectement de connaitre les vraies classes — cependant inconnues — que 'on cherche aussi
a estimer. Notre nouvelle approche de modélisation résout cette difficulté dans certains cas
favorables, mais elle souffre des difficultés inhérentes a I’estimation non paramétrique de la
variance locale.
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Abstract. In various fields, such as genomics, clustering poses challenges due to its
use in formulating hypotheses tested on the same datasets. This practice, known as post-
clustering inference, compromises the statistical properties of tests, particularly the Type I
error control. To address this, data fission provides an innovative approach by decompos-
ing the information contained in each observation into two parts, independently usable for
clustering and subsequent hypothesis testing. However, its limitations, especially in terms
of distributional assumptions and adaptability to situations with true unknown classes, re-
strict its application. In this context, the rigorous application of data fission requires prior
knowledge of the true classes and associated intra-class variances. However, in real applica-
tions, this information is unknown and must be estimated from the data. We demonstrate
that the independence guaranteed by data fission is only valid for unbiased estimators of
variance. Therefore, it cannot theoretically ensure control of the Type I error of associated
tests due to the complexity of unbiased estimation of unknwow intra-class variances required
for its application. Facing these challenges, we propose an alternative approach, modeling
each observation as a realization of its own distribution with specific parameters estimated
in a non-parametric manner. The performance of this new approach was evaluated through
simulations, revealing the need for a clear separation between classes to ensure unbiased
estimations and thus effective control of Type I error. In conclusion, although data fission
was initially proposed as a solution to post-clustering inference problems, its applicability
is compromised by the need to know the true classes. Indeed, the proper behavior of this
approach for post-clustering inference depends directly on the true unknown classes to be
estimated. The new modeling approach we propose allows overcoming this need for prior
knowledge but presents challenges related to non-parametric variance estimation.

Keywords. Post-clustering inference, Data fission, Non-parametric estimation, Local
variance

1 Introduction

Lors d’analyses exploratoires, on applique couramment des méthodes de classification non
supervisée pour identifier la structure des données en regroupant les observations en sous-
groupes (appelés « classes ») homogeénes et séparés. Ces classes peuvent ensuite étre utilisées
pour générer des hypothéses, qui seront testées par des tests statistiques. Par exemple, il
est courant en transcriptomique d’effectuer des tests univariés pour identifier les variables
(i.e. les génes) dont l'expression est significativement associée a une classe, dans le but de
décrire et d’interpréter cette derniére. Cependant, étant donné que les classes sont obtenues
a partir des mémes données que celles utilisées pour les tests, ces analyses en deux étapes ne
respectent plus le cadre théorique des tests statistiques, ou les hypothéses de tests doivent
étre posées avant les analyses et ne peuvent dépendre des données. Ce probléme connu sous
le nom de « double-dipping » (Kriegeskorte et al., 2009) en anglais, compromet les bonnes
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propriétés statistiques des tests utilisés. En particulier dans le cas de tests post-classification,
on observe alors un mauvais controle de l'erreur de Type I (Gao et al., 2022). Récemment,
des tests d’hypothéses spécialement congus pour résoudre les problémes d’inférence post-
classification ont été proposés (Zhang et al., 2019; Chen and Gao, 2023; Hivert et al., 2024).
Ils assurent un controle effectif de 'erreur de Type I dans ce contexte de double utilisation
des données, en se basant notamment sur les concepts d’inférences sélectives. Cependant, leur
application pratique est entravée par leur temps de calcul conséquent, et leur restriction a
des méthodes de classification non-supervisée particuliéres, ou la distribution et la dimension
des données.

Leiner et al. (2023) ont récemment introduit une approche attractive permettant I'utilisa-
tion répétée d’observations issues d’'un méme échantillon : la fission de données. Comparable
aux divisions classiques en échantillons respectivement d’apprentissage et de test fréquem-
ment utilisées en apprentissage automatique, cette méthode vise & décomposer I'information
contenue dans chaque observation en deux parties indépendantes. Il est possible d’utiliser
la premiére pour construire les classes, et la seconde pour tester des différences entre elles.
Cependant, cette méthode repose sur des hypotheses distributionnelles fortes, et seules deux
distributions (la distribution de Poisson et la distribution gaussienne) bénéficient d’une pro-
cédure de fission directement exploitable dans le contexte de l'inférence post-classification.
Plus récemment, Neufeld et al. (2023) ont élargi la versatilité des distributions pouvant étre
décomposées en généralisant la fission de données grace au « data thinnig ». Bien que théo-
riquement la fission de données et sa généralisation aient été proposées pour répondre aux
défis du double-dipping dans le cadre de la classification non-supervisée, nous démontrons ici
que ces méthodes sont extrémement difficiles & appliquer en pratique. Elles reposent sur des
hypothéses distributionnelles exigeant une absence de classe, et adapter ces méthodes aux
situations impliquant de véritables classes inconnues requiert I’estimation d’hyperparameétres
spécifiques a chacune de ces classes inconnues. Nous mettons alors en lumiére I'impact d’une
estimation biaisée de ces hyperparamétres sur 'erreur de Type I des tests suivant la classifi-
cation non-supervisée, malgré I'utilisation de la fission de données. Nous proposons également
une stratégie d’estimation non-paramétrique de la variance locale pour le cas gaussien, offrant
ainsi la possibilité de s’affranchir de la nécessité de connaitre les vraies classes dans certains
cas favorables.

2 Méthode

2.1 Décompositions en variables aléatoires indépendantes

Soit X une variable aléatoire. La fission de données proposée par Leiner et al. (2023) a
pour objectif de décomposer X en deux nouvelles variables aléatoires X M ot x@ grace a
I’ajout de deux bruits paramétriques précisément reliés. Ces deux transformations contiennent
chacune de l'information sur X, mais incompléte. De plus, la répartition de la quantité
d’information issue de X entre X" ou X dépend d’un paramétre 7. Formellement, la fission
de données décompose X en deux parties X M ot XP telles que soit Py) : X M et X® sont



indépendantes de distributions connues ; soit Py) : X () 3 une distribution (marginale) connue

et X | X ™ a une distribution (conditionnelle) connue soient vérifiées. Dans notre cadre de
I'inférence post-classification, la propriété P, est requise pour garantir I'indépendance entre
la classification servant a construire les classes (les hypothéses de tests) sur les réalisations de

XM et les tests statistiques entre ces classes appliqués sur les réalisations de X ) Seules la
loi Poisson et la loi normale admettent une décomposition vérifiant P;. La méthode du data
thinning (Neufeld et al., 2023) généralise la fission de données en proposant une méthode
de décomposition garantissant P; pour une famille de distributions de probabilité plus large
(incluant notamment la loi Poisson, la loi normale et la loi binomiale négative). Nous allons
ici d’avantage nous intéresser a la fission de données dans le cas gaussien, mais les résultats
présentés plus bas sont généralisables au data thinning d’autres distributions de probabilité.

Soit X ~ N, (p, X) une variable aléatoire gaussienne a p dimensions. Alors, la fission de
X est donnée, pour 7 €]0, +00), par :

1
X(l) =X+77 et X(Q) =X — ;Z pour Z ~ Np (0,3) (1)

XM ot X@ ainsi construites respectent la propriété Py (Leiner et al., 2023). Il en découle
que X ~ N, (/J,, (1+ 7'2)2) et X ~ N, (u, (1+ %)E) Ainsi, la fission de données dans
le cas gaussien se traduit par la construction de deux nouvelles variables aléatoires, dont la
variance est augmentée par rapport a la variable aléatoire originale X.

2.2 Classes & variances inconnues : des limitations pratiques de la
fission de données

La décomposition formulée dans I’équation (1) révéle deux limitations majeures de la fission
de données, mettant en lumiére la complexité de la mise en oeuvre pratique de ces approches.
Tout d’abord, cette procédure de fission de données est uniquement applicable aux réalisations
d’une variable aléatoire gaussienne. Cependant, cette approche de modélisation se heurte a la
réalité de la présence de vraies classes inconnues dans les données. En effet, ces données sont
plus généralement modélisées comme des réalisations de mélanges de gaussiennes, ot chaque
composante (elle-méme gaussienne) représente sa propre classe. Ainsi, la fission de données,
telle qu’elle a été initialement introduite, ne peut étre appliquée que dans des situations
ou l'on présume une unique classe homogéne. Dans un contexte de mélange gaussien, elle
ne peut uniquement étre appliquée qu’a chacune des composantes du mélange de maniere
indépendante. Or cela n’est faisable que si les composantes du mélange, et donc les classes,
sont connues. C’est cette condition préalable de la connaissance des classes qui représente
une limitation significative en pratique : la classification non-supervisée visant a identifier
ces classes inconnues demeure I'une des motivations principales de ’application de la fission
de données. De plus, pour appliquer la fission de données, il est nécessaire de connaitre la
matrice de covariance des observations ¥. Etant inconnue, il est possible de I'estimer par la
matrice de covariance empirique 3. Cependant, pour appliquer la fission de données a chaque
composante d’'un mélange, il est alors nécessaire de considérer les matrices de covariances
intra-composantes, qui sont impossibles & estimer sans la connaitre la vraie structure en
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classes. De surcoit, I’ensemble des propriétés théoriques de la fission de données nécessite de
connaitre la vraie matrice de variance 3, et en particulier pour I'indépendance entre X (1) et
X on peut montrer que considérer une estimation de 3 par 3 résulte en une covariance
entre ces deux nouvelles variables aléatoires donnée par : Cov (X (1), X (2)) =y -3

2.3 Modélisation individualisée pour une fission de données géné-
ralisée & Estimation non-paramétrique de la variance

Afin de généraliser la fission de données quelque soit le nombre de classe dans les données,
nous proposons de modéliser chaque observation comme étant une réalisation de sa propre
distribution avec ses propres parameétres individuels, c¢’est-a-dire :

X~ N(p;, %) (2)

Cette approche consiste donc a inclure des moyennes et des variances qui ne sont pas spéci-
fiques aux classes (inconnues), mais plutot spécifiques a chaque observation. La connaissance
de la structure du mélange n’est alors plus nécessaire pour 'estimation de la variance. Seule
la proximité entre individus importe, puisque cette modélisation suppose que deux individus
provenant d’'une méme composante présentent des valeurs similaires pour ces paramétres.

Cependant, I'estimation de la variance X; devient encore plus délicate. Les estimateurs
classiques tels que la variance empirique ne sont pas adaptés. Nous proposons d’estimer
ces variance de fagon non-paramétrique en pondérant les observations dans leurs calculs &
I'aide d’un noyau configuré de maniére a ce qu'un individu proche de 'individu i (et donc
vraisemblablement issu de la méme composante du mélange) ait un poids important mais
que les individus trés éloignés de I'individu ¢ se voient attribuer un poids insignifiant.

3 Reésultats

3.1 Impact des Biais dans ’estimation de la variance sur la classi-
fication non-supervisée et ’erreur de Type I

Tout d’abord, il est crucial de noter qu'un biais dans l’estimation de la variance induit
directement une covariance non-nulle entre X" et X (2), et donc une perte de I'indépendance.
Le controle de 'erreur de Type I pour les tests sur X ) entre les classes estimées sur X
n’est plus garanti. Nous établissons précisément la relation entre ce biais d’estimation sur la
variance et ’erreur de Type I résultante des analyses dans le contexte gaussien univarié. Si
I'on consideére n réalisations d’une variable aléatoire gaussienne X ~ N (p, o’ )’,\l’application
de la fission de données sur ces réalisations de X en utilisant un estimateur o2 de o pour
une classification en deux classes entraine une déviation de la statistique du t-test de Student



sous H, égale a :

\/ﬁ\/% Cor (X, )((2))2
V1-2Cor (X, x@Y?

(3)

Ce résultat démontre que seul un biais trés faible dans 'estimation de o est autorisé pour
garantir un controle de ’erreur de Type I. La Figure 1 A, représentant 1’évolution de I’erreur
de Type I en fonction du biais relatif sur I'estimation de 02, illustre la concordance de ce
résultat théorique sur une étude de simulations et souligne ainsi la nécessité d’une méthode
d’estimation précise et trés efficace de la variance locale.

3.2 Performances de I’estimation non-paramétrique de la variance
et de son application dans la fission de données

Nous avons réalisé une étude de simulations afin d’évaluer deux aspects cruciaux portant
sur notre estimateur de la variance : i) ses performances directes en termes de qualité de
lestimation et #7) son application dans la fission de données pour des problémes d’inférence
post-classification. Pour ce faire, nous avons généré n = 100 réalisations d’un modéle de
mélange de gaussiennes univarié & deux composantes ayant des variances égales. Nous avons
exploré différentes valeurs de la différence de moyenne ¢ entre les deux composantes, allant
de § = 0 (mélange a une seule classe) a ¢ = 100, ainsi que diverses valeurs de la variance
intra-composantes partagée o’ La fission de données a été appliquée a chaque observation
en utilisant son estimation non-paramétrique de la variance locale associée, comme décrit en
section 2.3. Par la suite, X ) 5 6té utilisé pour une classification en 3 classes via ’algorithme
des k-means, induisant ainsi une composante faussement séparée en deux classes. Ensuite,
une différence de moyenne entre ces deux classes artificielles a été testée a ’aide du t-test de
Student sur X

La Figure 1 B représente I'évolution du biais relatif sur ’estimation de o> en fonction de
la séparabilité entre les deux composantes du mélange, décrite par le ratio § / o. Il est clair
d’aprés cette figure qu'une bonne séparabilité entre les deux classes (une grande valeur du
ratio 0 [ o) est nécessaire pour que le biais d’estimation soit suffisament faible. La Figure 1 C
illustre les performances de notre approche en termes de controle de I'erreur de Type I avec
la fission de données appliquée a I'inférence post-classification. Comme attendu, I’absence de
biais dans I’estimation de la variance est cruciale pour garantir un controéle effectif de I'erreur
de Type 1. Pour notre méthode d’estimation, cela se traduit donc par la nécessité d’une tres
bonne séparabilité entre les classes.
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FIGURE 1 : Importance de 'estimation de la variance pour la fission de donnée. A. Com-
paraison de l'erreur de Type I théorique décrite en (3) et de 'erreur de Type I empirique
associées a la fission de données pour de l'inférence post-classification en fonction du biais
relatif sur estimation de o°. B. Evolution du biais relatif sur estimation de o> en fonction
de la séparabilité entre les classes donnée par le ratio § / o. C. Evolution de Ierreur du Type
I associée a la fission de données en fonction de la séparabilité entre les classes donnée par le
ratio 0 [ o.

4 Discussion

Bien que la fission de données et sa généralisation, le data thinning, aient été initialement
proposées comme des solutions aux problémes d’inférence post-classification, ces méthodes se
heurtent & des défis majeurs, liés aux hypothéses paramétriques qu’elles exigent. En particu-
lier, I’absence de mélange dans les données et la connaissance préalable des hyperparameétres.
Ces conditions restrictives rendent leur application extrémement difficile en pratique, car la
structure sous-jacente des données, essentielle & leur bon fonctionnement, demeure inconnue
dans le contexte de la classification non-supervisée.

Nous soulignons ces limites en nous concentrant sur le cas gaussien, ol ’estimation de
la variance (indispensable a I'utilisation pratique de ces méthodes) devient particuliérement
délicate en raison de sa dépendance aux composantes inconnues et a estimer. Nos analyses
théoriques ont démontré 'impact significatif d’'une mauvaise estimation de la variance sur
I'inflation de I'erreur de Type I lors de l'inférence post-classification, mettant en évidence les
risques inhérents a ’application aveugle de la fission de données et du data thining. Dans le
but de surmonter ces limites, nous avons proposé une nouvelle approche reposant sur une
estimation non-paramétrique de la variance locale, éliminant ainsi le besoin de connaissance
préalable des composantes. Cependant, cette méthode alternative nécessite notamment une
trés bonne séparabilité entre les vraies composantes afin de garantir un controle effectif de
I'erreur de Type I. A noter que, bien que nos résultats et analyses soient spécifiques au cas
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gaussien, les limites discutées demeurent vraies pour d’autres distributions ayant un processus
de fission ou de data thinning reposant sur la connaissance d’hyperparamétres. Ainsi, la
nécessité de comprendre et de traiter ces limitations devient cruciale lors de I'application de
telles méthodes a des données réelles.
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