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Résumeé. La théorie des priors de référence propose une solution a la question du choix
du prior en analyse bayésienne, en construisant ce dernier comme celui qui minimise son
influence a posteriori. Bien que permettant la construction d’'un cadre alors qualifié d’objectif,
I’expression du prior de référence prend souvent une forme proche d’un prior non informatif
de Jeffreys. Cette derniére est parfois pergue comme encombrante a I'implémentation et rigide
quant a I'introduction d’un jugement a priori. Dans cette communication, nous nous appuyons
sur des travaux récents de la littérature, qui étendent la théorie des priors de référence. Leur
formalisme et leurs résultats nous permettent en effet de définir un prior a la fois dit de
référence et qui satisfait un certains nombres de contraintes pour lesquels nous définissont un
cadre adéquat. Le résultat théorique que nous démontrons propose 1’expression de ce prior
de référence sous des contraintes linéaires, dont le choix pratique reste large et inclusif.

Mots-clés. Prior de référence, information mutuelle, f-divergence, contraintes.

Abstract. The reference prior theory porposes a solution to the prior choice issue in
Bayesian analysis. It suggests the construction of that latter as the one that minimizes its
a posteriori influence. While it allows the construction of a framework that one could call
objective, the reference prior expression often takes a form close to a non-informative Jeffreys
prior. That latter is sometimes perceived as a cumberstone to implement and to be rigid with
any possible introduction of prior judgements. In this paper, we take as support an extention
of the reference prior theory unveiled in recent works from the litterature. Their formalism
and their results permit us indeed to define a prior which both (i) is called a reference
prior and (ii) satisfies certain constraints for which we difine an appropriate framework. The
theoretical result that we prove expresses that reference prior under linear constraints, whose
choice stays wide and inclusive.
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1 Introduction

La théorie des priors de référence s’inscrit dans le domaine de ’analyse bayésienne par
la définition et 'usage d’outils de la théorie de 'information pour répondre a la question du
choix de la distribution a priori.

La définition originelle des priors de référence est due a Bernardo (1979), qui, en proposant
la maximisation de 'information mutuelle comme critére de choix, a orienté la question vers
la recherche du prior qui minimise son influence sur la distribution a posteriori qu’il induit.
Le travail de Clarke & Barron (1994) démontre rigoureusement que sous cette définition clas-
sique, le prior de référence est celui de Jeffreys, déja plébiscité pour sa propriété d’invariance
par re-paramétrisation du modéle étudié. L’emploi et la considération de cette théorie reste
au coeur de la littérature. Son étude constitue une problématique récente, que ce soit son
expression dans différents contextes (Muré, 2021; Keefe et al., 2019), son approximation (Gu
et al., 2018) ou son implémentation (Gauchy et al., 2023; Nalisnick & Smyth, 2017).

De récents travaux ont exploré de possibles extensions de la définition des priors de
référence (Van Biesbroeck, 2023). Ceux-ci, qui s’appuient sur le point de vue de I'analyse de
sensibilité globale, proposent une définition plus générale du prior de référence, qui est celui
qui, en un sens, maximise une mesure de 'impact qu’induit la connaissance du parameétre
d’intérét sur la distribution des observations du systéme étudié. Leurs conclusions appuient
la robustesse de la prise en compte du prior de Jeffreys en inférence bayésienne.

Néanmoins, dans des usages pratiques, le canevas bayésien et la question ouverte du
choix de la distribution a priori est parfois plébiscitée pour sa permission d’introduction
d’information, que ce soit a des fins d’optimisation de ses capacités d’estimation, ou de prise
en compte de jugements d’experts.

Cette communication répond & cette problématique en proposant un résultat permissif
a l'introduction de contraintes variées sur une loi a priori, tout en conservant son carac-
tére de prior de référence. En prenant pour appui le cadre étendu des priors de référence
de (Van Biesbroeck, 2023) et ses résultats, nous démontrons un théoréme qui donne l'ex-
pression que doit avoir, au sens de la théorie des priors de référence, un prior qui satisfait
les contraintes désirées. Notre résultat, qui se limite & des contraintes prenant la forme de
projections linéaires saurait s’appliquer sur 'implémentation de contraintes sur les moments
a priori ou bien sur la distribution marginale, suivant des idées proposées dans (Bousquet,
2023) relatives a l'ellicitation prédictive par exemple.

Le prochaine section propose une explicitation du canevas bayésien classique que nous
considérons dans ce travail. Ensuite, aprés un rappel du contexte de la théorie des priors de
référence généralisée telle que nous la considérons, nous dévouons la section 3 & la présentation
de notre résultat principal et de sa démonstration. Finalement, nous concluons notre travail
en section 4.



2 Canevas bayésien

Le cadre bayésien considéré dans ce travail est classiquement construit. Nous en proposons
une rapide revue dans cette section.

Soit k > 1, considérons un espace probabilisé (2, &, P) sur lequel sont définis la variable
aléatoire T, & valeur dans I'espace mesurable (©,.7), et le vecteur aléatoire Y = (Y;)¥_,, a

valeur dans I'espace mesurable (¥, #/®F).

La variable aléatoire Y représente les observations itératives d’un systéme étudié, elles
sont considérées comme indépendantes et identiquement distribuées conditionnellement & 7 :

k k
pour tout By,..., B, € ¥, ]E[H Ly,ep,|T] = HE[EYleBi

i=1 i=1

T] ps. (1)

Généralement et dans ce travail, © est un sous-ensemble de R, d > 1, et la distribution 7
de T est appelée le prior. Les distributions conditionnelles Py; 7 pour tout Y; existent comme
suit :

V0 € O, Py,jr—¢ est une probabilité sur (Y, %), (2)

VB € %, Py,p—.(B) est mesurable sur O, (3)

VAEc T Be® P(TcAYcB) - / Py, ir—s(B)dr(6). (@)
A

avec Py = IP’%’T = IP’?ET“T résultant de (1).

On suppose également que le probléme admette une vraisemblance : il existe des densités
(£(+]0))gco par rapport & une mesure commune / sur ) telles que

VB e, Pyr—g(A) = / ((y|0)du(y) pour m-presque tout 6. (5)
B

Ceci permet la définition des densités marginales et a posteriori, respectivement définies par
rapport & u®* et a 7 :

k = 10)dm(0) = s
vy € V5, py(y) = / [T arcs) / (:(y16)dn(6), (6)

vo €0,y e V¥, plbly) = LD G b (v) £0, p(ely) = 1 sinon. 7
py(y)

Dans un tel cadre, des hypothéses classiques de régularité de la vraisemblance par rapport
a @ (voir par ex. Lehmann (1999)) permettent a la matrice d’information de Fisher Z(0) =
(Z(0);,;)¢,—, d’étre bien définie selon :

7(0),, = — /y 102, log €(310)] €(y10)dpy). ®)
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Notons enfin que le théoréeme d’extension de Kolmogorov propose un cadre qui inclut le
travail qui précéde et qui I’étend a toute valeur de k : il existe un espace probabilisé (2, &, P)
tel que pour tout k, et tout A € op, By € oy,, ..., B € oy,

F(A,Bl,...,Bk):IP’(A,BI,...,Bk):/ PYl—o(Y(Bi x -+ x By))dr (). (9)
T(A)

3 Prior de référence sous contraintes

3.1 Information mutuelle et prior de référence généralisé

Cette communication prend pour support la théorie étendue des priors de références telle
que proposée et décrite dans (Van Biesbroeck, 2023). Dans notre travail, nous considérons
I'information mutuelle Ip,, définie & partir d'une f-divergence Dy comme mesure de dissimi-
larité :

I, (al) = [ Dy(Byr-al[P)an(o), (10
e
li(y|0
wee Dy(Pyir-allps) = [ £ (A2 auten), (1)
v\ py(y)
Le cadre des f-divergences laisse plutot ouvert le choix de fonction f. A titre d’exemple, si
f = —log, alors D; n’est autre que la célébre divergence de Kullback-Leibler. Dans notre

travail, nous nous limitons a des fonctions f mesurables, localement bornées et dont les
comportements asymptotiques en 0 et en 400 sont controlés selon :

f@) = ar’+o(?), fl@) = O), (12)

avec a < 0, B €]0, 1].

Nous supposons également © compact. Dans ce cadre, nous adaptons et ré-exprimons
ci-dessous la définition du prior de référence généralisé sous la considération de la mesure de
dissimilarité Dy.

Définition 1 (D-prior de référence (Van Biesbroeck, 2023)). Soit P une classe de priors sur
©. Un prior 7* € P est appelé Dy-prior de référence sur la classe P au taux ¢(k) si

vr € P, lim o(k)(Ip,(7*|k) — Ip,(7|k)) > 0. (13)

Le théoréme ci-aprés est extrait de (Van Biesbroeck, 2023, Theorem 1). Sous des hy-
pothéses formelle que l'auteur décrit, il donne une expression de la limite impliquée dans
I'équation (13).

Théoréme 1 (Van Biesbroeck (2023)). Soit @ un prior qui admet une densité continue par
rapport a la mesure de Lebesgue sur ©, que l’on note également w ici sans ambiguité. Alors,

lim k9921, (xlk) = I(r) = aCj / (0)+7|Z(6)|*/2d6 (14)

™
k—o0 <)

avec Cg = (2m)P/2(1 — B)=4/2.



Le choix de la classe P dans la définition 1 reste ouvert, et bien que le théoréme ci-
dessus ameéne a se restreindre a la classe —encore large— des priors a densités continues,
des restrictions additionnelles pourraient trés bien y étre ajoutées. C’est cette idée que nous
explorons dans la section qui suit, avec l'introduction de contraintes linéaires sur le prior.

3.2 Reésultat principal

La principale contribution de ce travail constitue le théoréeme qui suit, en proposant une
expression d’un prior de référence sous un certain nombre de contraintes linéaires.

Le cadre de travail général se limite ici a celui des priors qui admettent une densité
continue par rapport & la mesure de Lebesgue. A ce titre et a dessein de simplification, la
lettre 7 servira dorénavant plutot la désignation générique d’une densité plutdt que d’un
prior. £ désigne alors ’espace des fonctions continues de © dans R, il est muni de la norme
infinie : ||p|| = supg |p| pour tout p € E.

Hypotheése 1. Une famille de fonctions mesurables ¢;,...,g, : © — R est dite satisfaisant
I'hypothése 1 si elles sont intégrables sur © et que les fonctions go, . .., g, sont linéairement
indépendantes, en définissant gg : 6 +— 1.

Théoréme 2. Soient g1,...,g, des applications mesurables de © vers R qui satisfont I’hy-
pothese 1. On définit P comme la classe des priors admettant une densité m € E positive
et telle que Vj = 1,...,p, [o9:(0)m(0)d0 = ¢; pour des certains c; € R. Si P est non vide,
alors 1l existe un unique Dg-prior de référence sur P. S’il est strictement positif sa densité
m* s’écrit

p
T =J- ()\g—i-Z)\igi)l/B, (15)
i=1
pour certains scalaires Ao, ..., \, € R. Réciproquement, un prior de P dont la densité s’ex-

prime sous la forme ci-dessus est l'unique D¢-prior de référence. J désigne la densité du

prior de Jeffreys : J(0) = |Z(0)["%/ [, COIRELD

Les contraintes linéaires auxquelles se limitent ce théoréme sauraient intuitivement servir
de contraintes de moment. Un exemple simple pourrait étre de choisir p = d et g; = 6; pour
fixer les espérances a priori. Par ailleurs, ce format de contraintes peut aussi s’appliquer aux
paramétres d’ellicitation prédictive (Bousquet, 2023) : soit des percentiles prédictifs (¢s,, 6;)i,
on contraint le prior w & satisfaire :

P(WY) < t5) = | /y ngyrza, e510) 3 ) (0)6 (16)

pour une certaine fonction h.

3.3 Démonstration

Rappelons la notation [ issue de 'équation (14) :

I(7) = aC /@ ()48 |Z(0)|~/2do. (17)
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Le théoreme 1 fait le lien entre I'optimisation de [ et le Ds-prior de référence. Ce dernier est
en effet le point en lequel [ atteint son maximum.

Remarquons que © étant compact, la paire (E, || - ||) constitue un espace de Banach dont
la restriction U composée des fonctions strictement positives est un sous-ensemble ouvert et
convexe, sur lequel [ définit une fonction concave a valeurs dans R.

Différentions [ sur U. Pour ceci on écrit | = ¢; o ¢o avec
¢1:m€ Evr— 1'tP ¢ E; o :mEEr— aC’ﬁ/ 7(0)|Z(0)|~P/2db. (18)
e

Comme ¢, est une application linéaire continue de E dans R, [ est différentiable tant que ¢,
Iest, avec :

dl(m) = do1(p2(m)) o ¢s. (19)

Soit m € U. Pour tout € > 0 il existe € > 0 tel que tant que |z| < ||7|| et |u| < & alors
|(z 4+ u)'*P — 2P — (1 + B)zPu| < elul. Ainsi, pour tout h € E tel que ||h]| < &, on peut écrire

1¢2(7 + 1) = du(m) — (1 + B)n"hl| < el|hll. (20)

On conclut que ¢, est différentiable sur U avec d¢ (7)h = (1+3)7°h, pour tout 7 € U, h € E.
Cette différentielle est de plus continue, dont on déduit que [ est également continiiment
différentiable.

Ainsi, considérant la contrainte additionnelle [ w(6)df = 1, ce probléme peut étre traité
en appliquant le théoréme des extrema liés (cf. par ex. Cartan (2007)) selon lequel il existe
Ao, - -+, Ap € RPF! tels que tout extremum 7* € UNC (ou C désigne les fonctions qui satisfont
les contraintes) de [ et satisfaisant les contraintes vérifie

dl(*)h — )\0/ h(8)do — i )\i/ h(8)g:(6)d0 = 0 (21)

pour tout & € E. Enfin, comme dl(m)h = aCs(1 + B) [, 7(0)?|Z(8)|~#/21(#)db, on obtient,
quitte & renommer les A;,

» 1/8
T (0) = J(0) (Ao + Z )‘igi(e)) . (22)

Aussi, la stricte concavité de [ implique que, (i) s'il existe, 7* est 'unique argument maximal
de [ sur U NC, et que (ii) si réciproquement un prior 7* € U N C satisfait I"équation (22)
alors il est 'unique 'argument maximal de [ sur U N C.

Pour conclure, on remarque que les densités des priors positifs satisfaisant les contraintes
constituent la fermeture de ’ensemble U N C'. Puisque 7* tel que défini ci-dessus maximise [
sur U N C, la continuité de [ sur sa fermeture induit le caractére maximal de 7* sur celle-ci
également. Autrement dit, le prior auquel il est associé est le Dg-prior de référence sur P.



4 Conclusion

Le question du choix du prior en inférence bayésienne reste ouverte et complexe. D’une
part, le point de vue de la théorie des priors de référence suggére la minimisation de I'influence
de toute information a priori; d’autre part, de nombreuses applications pratiques plébiscitent
I’emploi du canevas bayésien pour l'introduction d’un jugement a priori.

Notre communication propose une réconcilitation de ces deux mondes en définissant un
cadre sur lequel leur intersection est possible. Notre prior de référence se construit ici sous
contraintes, et explicite en notre sens le bon cadre pour 'introduction d’information a priori.

Ce dernier formalisme s’appuie sur une définition plus étendue de la théorie des priors de
référence qui propose la considération de mesures de dissimilarité plus large, en complément
a l'historique divergence de Kullback-Leibler. La souplesse de leur cadre et de leur résultat
est appuyé par notre travail et ses ouvertures.
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