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Arthur Stéphanovitch 1 & Eddie Aamari 2 & Clément Levrard 3
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Résumé. Nous étudions les taux de convergence non asymptotiques de l’estimateur
Wasserstein Generative Adversarial Networks (WGAN). Précisément, on construit des classes
de réseaux neuronaux représentant les générateurs et les discriminateurs qui donnent un GAN
atteignant le taux minimax optimal pour l’estimation d’une certaine mesure de probabilité
µ avec un support dans Rp. La probabilité µ est considérée comme la poussée en avant
de la mesure de Lebesgue sur le tore d-dimensionnel Td par une application g⋆ : Td →
Rp de régularité β + 1. En mesurant l’erreur avec l’IPM γ-Hölder , nous obtenons, à des

facteurs logarithmiques près, le taux minimax optimal O(n− β+γ
2β+d ∨ n− 1

2 ), où n est la taille
de l’échantillon, β détermine la régularité de la mesure cible µ, γ est la régularité de l’IPM
(γ = 1 dans le cas de Wasserstein), et d ≤ p est la dimension intrinsèque de µ. Dans le
processus, nous montrons une inégalité d’interpolation entre les IPM Hölder. Ce résultat de
la théorie des espaces de fonctions généralise les inégalités d’interpolation classiques au cas
où les mesures impliquées ont des densités sur des variétés différentes.

Mots-clés. Taux minimax, modèle génératif, estimation de mesure, sous-variété, inégalité
d’interpolation

Abstract. We provide non asymptotic rates of convergence of the Wasserstein Generative
Adversarial networks (WGAN) estimator. We build neural networks classes representing the
generators and discriminators which yield a GAN that achieves the minimax optimal rate
for estimating a certain probability measure µ with support in Rp. The probability µ is
considered to be the push forward of the Lebesgue measure on the d-dimensional torus Td

by a map g⋆ : Td → Rp of smoothness β +1. Measuring the error with the γ-Hölder Integral
Probability Metric (IPM), we obtain up to logarithmic factors, the minimax optimal rate

O(n− β+γ
2β+d ∨ n− 1

2 ) where n is the sample size, β determines the smoothness of the target
measure µ, γ is the smoothness of the IPM (γ = 1 is the Wasserstein case) and d ≤ p
is the intrinsic dimension of µ. In the process, we derive a sharp interpolation inequality
between Hölder IPMs. This novel result of theory of functions spaces generalizes classical
interpolation inequalities to the case where the measures involved have densities on different
manifolds.
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1 Résumé long

Soient X1, ..., Xn des points aléatoires i.i.d. tirés d’une mesure de probabilité µ avec un
support dans Rp. L’inférence de µ est un problème fondamental en statistique et en appren-
tissage automatique, pour lequel de nombreuses méthodes ont été développées (Tsybakov,
2004). Ces dernières années ont vu l’avènement de méthodologies génératives basées sur les
réseaux antagonistes génératifs (GAN) (Goodfellow et al., 2014), avec des réalisations excep-
tionnelles dans les domaines de l’image (Karras et al., 2021), de la vidéo (Vondrick et al.,
2016), et de la génération de texte (Yu et al., 2017). Dans cet article, nous nous concentrons
sur l’approche GAN de Wasserstein (WGAN) de (Arjovsky et al., 2017), qui utilise la dis-
tance de Wasserstein 1 comme alternative à la divergence de Jensen-Shannon mise en œuvre
dans le GAN traditionnel. Au fil des ans, les WGAN et leurs dérivés ont gagné en popularité
dans la communauté de l’apprentissage automatique. Ils sont aujourd’hui considérés comme
l’une des techniques génératives les plus réussies, obtenant des résultats de pointe dans des
problèmes difficiles (Karras et al., 2021), tout en améliorant la stabilité et en éliminant des
problèmes désagréables tels que le collapsus de mode (Gulrajani et al., 2017). Bien que les
WGAN aient montré d’excellentes propriétés dans de nombreuses études empiriques rap-
portées dans la littérature sur l’apprentissage automatique (Liu et al. (2019), Luo and Lu
(2018), Stanczuk et al. (2021)), bon nombre de leurs propriétés théoriques restent à étudier.

Le présent travail établit l’optimalité minimax de l’estimateur WGAN. Pour mettre en
place la notation, le problème génératif consiste à utiliser les données X1, ..., Xn pour ap-
prendre µ et, simultanément, être capable d’échantillonner à partir d’une distribution proche
de celle-ci. Afin de résoudre ce problème, un réseau antagoniste génératif se compose d’une
classe de fonctions génératrices G et d’une classe de discriminateurs D. Étant donné une
distribution facile à échantillonner ν sur un espace latent Z, le générateur G ∋ g : Z → Rp

approxime µ en essayant de minimiser sur G une certaine métrique de probabilité intégrale
(IPM) (Müller, 1997) :

dD(µ, g#ν) := sup
D∈D

Eµ[D(X)]− Eν [D(g(Z))], (1)

où g#ν représente la mesure de transfert de ν par g. L’objectif du discriminateur D ∋ D :
Rp → R est de distinguer entre la vraie distribution et la fausse g#ν , en maximisant sur D la
quantité

L(g,D) := Eµ[D(X)]− Eν [D(g(Z))].

Le problème min-max des réseaux antagonistes génératifs peut alors être écrit comme

inf
g∈G

sup
D∈D

Eµ[D(X)]− Eν[D(g(Z))]. (2)
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On peut voir la classe D comme un sous-ensemble d’une classe plus large F , avec dF comme
une métrique sur les distributions. Divers types de classes F ont été utilisés dans la littérature
sur les GAN. Cela inclut les fonctions continues de Lipschitz (WGAN, (Arjovsky et al., 2017)),
les fonctions de Sobolev (Sobolev GAN, (Mroueh et al., 2017)) et l’espace de Hilbert à noyau
reproducteur (MMD GAN, (Li et al., 2017)). Ces différences sont à contraster avec celles
plus historiquement utilisées dans l’estimation de densité non paramétrique classique, telles
que la distance Lp, la distance de Hellinger et la divergence de Kullback-Leibler (Tsybakov,
2004), qui ne sont applicables que sous un modèle de domination. Dans le présent article,
nous travaillons dans un cadre général où la mesure cible µ peut avoir une structure de basse
dimension rendant ces mesures de divergence habituelles non pertinence. Nous choisissons
la classe discriminative F comme étant la classe Hölder Hγ

1(Rp,R) correspondant à la boule
unité de fonctions de régularité γ ≥ 1. On remarque que le cas γ = 1 est équivalent au cas
de Wasserstein lorsque µ a un support compact.

On sait que les taux optimaux d’estimation d’une mesure µ avec un support dans Rp

décroissent de manière exponentielle à mesure que la dimension ambiante p augmente. Pour
surmonter cette ”curse of dimensionality”, certaines hypothèses structurelles de basse dimen-
sion sur µ doivent être imposées. Dans ce travail, nous supposons qu’il existe une application
g⋆ ∈ Hβ+1

K (Td,Rp) avec Td le tore d-dimensionnel, telle que µ = g⋆#U avec U ∼ U([0, 1]d)
une variable aléatoire uniforme sur le cube. En particulier, il existe Y1, ..., Yn i.i.d. tels que
Yi ∼ U([0, 1]d) et g⋆(Yi) = Xi. Notons que les Yi sont inconnus, nous n’avons accès qu’aux
Xi. Dans ce contexte, le problème d’inférence consiste à essayer de trouver un estimateur µ̂
de µ = g⋆#U basé sur l’échantillon (Xi)i = 1, ..., n, de telle sorte que l’erreur attendue

EXi∼g⋆#U
[dHγ

1
(g⋆#U , µ̂(X1, ..., Xn))],

soit aussi petite que possible. L’estimateur µ̂ est dit minimax optimal s’il n’existe aucun
estimateur qui atteint un meilleur taux de convergence uniforme sur le modèle. Formellement,
cela signifie qu’il existe une constante C > 0 indépendante de n telle que

sup
g⋆∈Hβ+1

K

EXi∼g⋆#U
[dHγ

1
(g⋆#U , µ̂(X1, ..., Xn))]

≤ C inf
T̂

sup
g⋆∈Hβ+1

K

EXi∼g⋆#U
[dHγ

1
(g⋆#U , T̂ (X1, ..., Xn))].

Dans Divol (2021), l’auteur fournit un estimateur minimax (non génératif) des densités dans
le cadre de la variété pour la distance de Wasserstein. Il utilise un estimateur local polynomial
de la variété provenant de (Aamari and Levrard, 2017) couplé avec un estimateur de densité
à noyau. Cependant, l’estimateur polynomial local est très coûteux en termes de calcul et ne
peut donc pas être utilisé en haute dimension. Dans Tang and Yang (2022), l’auteur fournit
également un estimateur minimax des densités dans le cadre de la variété mais pour la dis-

tance dHγ
1
. L’estimateur utilise une régularisation de la mesure empirique µn = 1

n

n∑
i=1

δXi
avec

un estimateur de variété couplé à une régularisation des ondelettes tronquée. Cet estimateur
est purement théorique et serait extrêmement coûteux à mettre en œuvre en pratique. Par
conséquent, l’existence d’un estimateur minimax calculable est toujours une question ouverte
et cruciale à résoudre pour fournir des outils efficaces pour des applications concrètes.
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Comme l’approche Wasserstein GAN (Arjovsky et al., 2017) s’est avérée facilement
implémentable et a fourni des résultats de pointe dans divers domaines, nous nous concentrons
dans cet article sur l’estimateur GAN

ĝ ∈ argmin
g∈G

sup
D∈D

1

n

n∑
i=1

D(Xi)−D(g(Ui)) (3)

pour Ui ∼ U([0, 1]d) i.i.d., G ⊂ Hβ+1
K (Td,Rp) et D ⊂ Hγ

1(Rp,R) avec γ ∈ [1, β + 1].
L’estimateur ĝ doit être compris comme une approximation empirique de la solution de
(2) basée sur les données X1, ..., Xn. Les mesures de probabilité ĝ#U sont alors naturellement
nos estimateurs de la cible g⋆#U . Rappelons qu’étant donné que D ⊂ Hγ, le cas γ = 1 cor-
respond à l’estimateur classique WGAN. L’une des forces de l’estimateur GAN (3) est qu’il
effectue à la fois des estimations de support et de densité en même temps, ce qui permet
en particulier d’éviter l’utilisation de tout estimateur de variété comme dans Divol (2021) et
Tang and Yang (2022).

Contributions principales

Nous construisons des classes de réseaux neuronaux calculable G et D, telles que

sup
g⋆∈Hβ+1

K

EXi∼g⋆#U
[dHγ

1
(g⋆#U , ĝ#U)] ≤ C1(log n)

C2

(
n− β+γ

2β+d ∨ n− 1
2

)
, (4)

avec C1, C2 > 0 des constantes indépendantes de n. Ce taux a été prouvé comme étant
minimax optimal dans Tang and Yang (2022) jusqu’aux facteurs logarithmiques. À notre
connaissance, il s’agit de la première étude montrant que l’estimateur GAN atteint les taux
minimax pour les distances Wasserstein/Hölder. Ce résultat améliore, en particulier, les
taux obtenus dans Chen et al. (2020), Schreuder et al. (2021) et Chae (2022). Les taux de
convergence minimax de la version classique du GAN (Goodfellow et al., 2014) ont récemment
été obtenus par Belomestny et al. (2023) pour la divergence Jensen–Shannon. Leur résultat
traite uniquement du cadre de dimension pleine d = p, car la divergence Jensen–Shannon
n’est non triviale que lorsque les mesures à comparer ne sont pas singulières l’une par rapport
à l’autre.

Nous obtenons le taux de convergence minimax (4) sur les mesures µ = g⋆#U qui ont une
densité par rapport à la mesure du volume d’une sous-variété inconnue. Dans le processus,
des taux minimax sont également obtenus pour deux modèles statistiques intermédiaires :

• Nous traitons d’abord un cadre d basse dimension où la mesure cible peut avoir des
atomes et son support n’est pas nécessairement une variété. Dans ce cas, la classe des
discriminateurs D utilisée est théorique, ce qui signifie qu’elle n’est pas calculable en
pratique. Ce modèle est étudié pour discuter des limites des hypothèses du cas général.

• Nous prouvons des taux minimax dans le cadre de la dimension pleine p = d, où la
mesure cible a une densité par rapport à la mesure de Lebesgue p-dimensionnelle. Ce
cas est traité pour comprendre dans le cadre plus simple de la dimension pleine comment
des hypothèses supplémentaires peuvent nous aider à obtenir un estimateur calculabe.

4



• En adaptant la méthode développée dans le cas de dimension pleine au cas de la sous-
variété, nous proposons un estimateur GAN calculable atteignant des taux minimax
pour tous les γ ∈ [1, β + 1] simultanément.

Le résultat principal est démontré à l’aide d’une nouvelle inégalité d’interpolation qui borne

la distance dHγ
1
(g#U , g

⋆
#U) par la quantité dHβ+1

1
(g#U , g

⋆
#U)

β+γ
2β+1 et un facteur logarithmique.
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