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Résumé. Les essais controlés randomisés (ECR) sont actuellement la référence pour
mesurer empiriquement un effet causal d’une intervention donnée sur une réponse. En pra-
tique, presque tous les nouveaux médicaments sont autorisés grace a de tels essais. Mais
récemment, des préoccupations ont été soulevées concernant la portée limitée des ECR :
criteres d’éligibilité stricts, conformité non réaliste dans le monde réel, cadre temporel court,
taille d’échantillon limitée, etc. De telles limitations menacent la validité externe des études
ECR dans d’autres situations ou populations. L’utilisation de données non randomisées
complémentaires, appelées observationnelles, est prometteuse. La transportabilité permet
de généraliser les réponses de l'essai vers une population cible d’intérét, dont la distribu-
tion differe par rapport a la population de référence. Cependant, certaines préoccupations
ont été soulevées, en particulier lorsque la population cible est tres différente de la cohorte
ECR. De plus, ces méthodes sont encore a un stade de prototype, avec un grand écart
entre la théorie et la pratique, et la confrontation avec les données souleve de nombreux
défis méthodologiques. Des développements et validations théoriques, méthodologiques et
appliqués sont nécessaires pour mieux comprendre et exploiter 1’équilibre entre rapidité et
sécurité, et pour concevoir les futurs ECR. La différence de risques (DR) est une mesure
causale souvent utilisée pour caractériser 'effet d’'un médicament. Différentes méthodes
(systemes de pondération, modélisation des réponses ou approches doublement robustes)
ont été proposées et étudiées pour estimer la DR. Cependant, selon le type de réponse,
d’autres mesures comme le rapport de risques (RR) peuvent étre plus appropriées. Nous
visons d’abord a étendre les différentes classes d’estimateurs au rapport de risques ainsi que
leurs propriétés théoriques, en particulier pour des échantillons finis. Nous proposons ensuite
différents estimateurs de généralisation pour le rapport de risques.

Mots-clés. Inférence causale, Essais Controlés Randomisés, Données observationnelles,
Généralisation

Abstract. Randomized Controlled Trials (RCT) are the current gold-standard to empiri-
cally measure a causal effect of a given intervention on an outcome. In practice, almost all
new drugs are authorized through such trials. But recently, concerns have been raised on the
limited scope of RCTs: stringent eligibility criteria, unrealistic real-world compliance, short
timeframe, limited sample size, etc. Such limitations threaten the external validity of RCT



studies to other situations or populations. The usage of complementary non-randomized data,
referred to as observational brings promises as additional sources of evidence. Transportabil-
ity allows to generalize the trial findings toward a target population of interest, potentially
subject to a covariate distributional shift. However, some concerns have been raised, es-
pecially when the target population is very different from the RCT cohort. In addition,
such methods are still in a prototype stage, with a wide gap between theory and practice
and the confrontation with data give rise to many methodological challenges. Theoretical,
methodological and applied developments and validations are needed to better understand
and leverage the speed-safety balance and to design future RCTs. The Risk Difference (RD)
is a causal measure often used to characterized the effect of a drug. Different methods
(weighting schemes,; outcome modeling, or doubly-robust approaches) have been proposed
and studied to estimate the RD. However, depending on the type of output, other measures
as the Risk Ratio (RR) may be more appropriate. We aim at first extending the differ-
ent classes of estimators to the Risk Ratio and derive theoretical guarantees, in particular
finite-sample guarantees. We then propose different generalizing estimators for the risk ratio.

Keywords. Causal inference, Randomized Controlled Trials, Observational data, Gen-
eralization

1 Cadre et notation

Le cadre des réponses potentiels, initié par Neyman en 1923 et largement diffusé par Rubin
(Rubin, 1974) dans les années 1970, joue un role crucial dans la compréhension des effets des
traitements dans les Essais Controlés Randomisés (ECR). Considérons un individu ¢ ; soit
T; € {0,1} la variable aléatoire qui désigne l'attribution du traitement, avec 1 indiquant la

(1)

prise du traitement et 0 I’absence de traitement. Les réponses potentiels, notés Y, pour le

N . .. ’ 0 . , .
cas ol le traitement est administré et Yi( ) pour le cas contraire, représentent respectivement
les issues possibles avec et sans le traitement.

La réponse observé Y; est défini comme suit :

_ v &siT =0
Y;; — Y(TZ) — 1 ) 3
{W% $iT =1

)

L’effet du traitement individuel, ¢; = Y;(D - Y;(O), quantifie 'efficacité du traitement.
Cependant, seul I'un des réponses potentiels peut étre observé pour chaque individu. On
suppose que 1’on observe n individus, indexés par ¢ € Z. Pour chaque unité 7 et pour chaque
niveau de traitement, il existe des réponses potentiels correspondants Yi(o) et Yi(l). Pour

t € {0,1}, nous définissons les variables aléatoires Y® et T' qui associent respectivement &

€1 Y;-(t) et T;. On definit alors 'Effet Moyen du Traitement ou la différence de risques,
comme l’esperance de l'effet du traitement sur la population Z.

Définition 1 (Effet Moyen du Traitement/différence de risques (RD)).
Trp = E [y — Y O]
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Ce dernier peut étre interprété comme la différence entre la réponse moyenne si toute la
population avait recu le traitement et la réponse moyenne si la population n’avait recu le
traitement. De fagon similaire, nous définissons le rapport de risques comme le rapport des
espérances des réponses potentielles.

Définition 2 (Rapport de risques (RR)).

Le rapport de risques fournit une mesure de la probabilité relative qu’ont les individus du
groupe exposé de subir I’événement, par rapport a ceux du groupe non exposé. Un rapport
de risques de 1 indique qu’il n’y a pas d’association, un rapport de risques supérieur a 1
suggere un risque accru avec I’exposition, et un rapport de risques inférieur a 1 suggere un
risque diminué avec I'exposition.

Afin d’estimer ces quantités causales et garantir 'interprétation valide de la différence de
risques (RD) et du rapport de risques (RR), il est essentiel de prendre en considération les
hypotheses fondamentales de I'inférence causale.

e Hypothése de Consistance (Consistency) :
V(t,i) € {0,1} xT,T =t =Y, =Y,"

En d’autres termes, 'assignation du traitement ne modifie pas de maniere intrinseque
la réponse potentielle de I'individu, assurant ainsi que la réponse observée sous le traite-
ment est la méme que celle qui aurait été observée si, dans toutes les circonstances,
I'individu avait été traité de la méme maniere.

e Hypothése d’Absence d’Interférence (No Interference) :

L’hy(pothése d’absence d’interférence postule que la réponse potentielle d’un individu
1, Y, t), n’est pas affectée par le traitement administré a un autre individu j.

Dans le cadre d’un traitement binaire, ces deux hypotheses peuvent se traduire par I’hypothese
SUTVA (Stable Unit Treatment Value Assumption) :

Y=TYW + (1 -17)Y©

e Hypothése de Non-Confondance (Unconfoundedness) :
T (Y(0), Y(1)[X

Une fois que 'on controle les variables de confusion potentielles, la décision de traiter
ou non un individu ne devrait pas étre liée aux réponses potentiels. Cette condition est
essentielle pour établir une relation causale, car elle permet de comparer les groupes de
traitement et de controle comme s’ils avaient été randomisés, en supposant que toutes
les variables de confusion pertinentes ont été correctement mesurées et ajustées.



e Hypothése de Positivité (positivity) :
EIT/ 6]0;1[7V$a nﬁe(if) S 1_777

ou le score de propensition e(.) est la probabilité qu’un individu soit traité sachant ses
caractéristiques :
e(r) =P[T =1|X = z].

Dit autrement, cela signifie qu’il n’existe pas de sous-populations avec des probabilités
nulles ou quasi nulles de recevoir un traitement spécifique.

e Hypothése non-négativité (non-negativity) :
Vi,j Y;iY; >0

Cette derniere hypothése contraint les réponses de tous les individus a avoir le méme
signe, ce qui permet ainsi au rapport de risques d’étre bien defini.

2 Estimation du rapport de risques avec des données

observationnelles

Sous ces hypotheses, le rapport de risques peut étre identifié a partir des differentes approches
suivantes issues des données observationnelles :

1. Approche de la repondération:

TY
ok [e(X)
RR =
(1-T)Y
E |: l—e())() i|
2. Approche de la régression:

—_— E [ (X)]
E [po(X)]

A partir de ces differentes approches et de fagon similaire au cas de l'effet moyen du
traitement, nous pouvons construire des estimateurs du rapport de risques. En effet, de
I'approche de la repondération découle le Ratio Inverse Propensity Weighting (R-IPW).

Définition 3 (Ratio Inverse Propensity Weighting (R-IPW)).

>y Ay
i=13(X;)

n l—TZ’ YL ’
S s

TR—IPW =

avec 6(X) =P[T =1|X].



Cet estimateur s’inpire de I'estimateur IPW introduit par (Hirano, Imbens, and Ridder,
2003). Ainsi comme 'TPW, le R-IPW augmente le poids des observations traitées ayant un
faible score de propension (et inversement) pour équilibrer les deux groupes, traités et non
traités, en fonction de leurs covariables.

De I’'approche de la regression on peut également contruire un estimateur similaire a la
G-formula dans le cas de la différence.

Définition 4 (Ratio G-formula).
> i Fo(Xi)

ot 1o (X) =E[Y|T = a, X].

Cet estimateur, tout comme pour la différence, estime les deux réponses potentielles pour
chaque individu, les moyennes ensuite, puis calcule le ratio. En plus de ces deux approches,
comme detaillé dans (Laan and Rose, 2011), (Kennedy, 2015) et (Chernozhukov, Chetverikov,
Demirer, Duflo, Hansen, and Newey, 2017) dans le cadre de la différence pour une estimation
non-paramétrique, on peut également construire un estimateur dit double robuste.

Définition 5 (Ratio AIPW).

nooa T (Yi—p1(X;
Doict i (Xi) + W

n ~ l—Ti Y;;—A Xi )
2 e fo(Xi) + : 1)(—é(Xl:§( .

TR—AIPW =

ot é(X) =P[T =1|X] and [io(X) =E[Y|T = a, X].

Nous démontrons la convergence en loi vers une distribution Gaussienne pour chacun de
ces estimateurs, dont les variances seront explicitées.

3 Generalisation du rapport de risque

La généralisation a pour but d’élargir la portée des conclusions causales au-dela des con-
ditions initiales de 1’étude menée par essai de controle randomisé, permettant ainsi une
application plus large et plus pertinente des réponses de recherche. Dans notre cas, on
cherche a généraliser une étude ECR mené sur une population peu représentative que 1’on
note R = {1,...,n} vers une population plus représentative dite cible correspondant aux
données observations O = {n + 1,...,n + m}. On suppose de plus que seules les covari-
ables des données observationnelles sont connues. On note pg(z) (resp pr(z)) la densité
des covariables dans 'ECR (resp les données observations). On suppose alors ’hypotheses
suivante.



e Hypothése d’Inclusion sur les support (Overlap) :

supp(Pr(X)) C supp(Fr(X)).

Cela implique la nécessité d’une représentation adéquate de la distribution des covari-
ables au sein de I’échantillon de I’essai comparativement a la population cible, signifi-
ant que chaque membre de la population cible doit avoir une probabilité non nulle
d’étre choisi pour l'essai. Il est également crucial d’assurer une répartition équilibrée
des covariables entre les différents groupes de traitement au sein de 1’échantillon de
Iessai. L’attribution du traitement dans ’essai doit respecter le principe de positivité,
reprenant ainsi ’hypothese de positivité évoquée précédemment.

Une derniere hypothese concernant le comportement des réponses entre la population cible
et 'ECR est alors nécessaire afin de correctement estimer les differentes quantités causales
sur la population cible. Deux approches sont alors possibles.

1. Hypothése de Transportabilité (Transportability) :
Vi e {0,1} Ep[Y(¢) | X] =EL[Y(¢) | X]

Cette hypothese traduit le fait que le comportement des réponses d’un individu ne varie
pas selon qu’il se trouve dans I’'ECR ou dans la population cible.

2. Hypothése de Transportabilité de ’effets de traitement individuel (Trans-
portability of the CATE) :

Ex[Y(1) = Y(0) | X] = E:[Y'(1) = Y(0) | X]

Cette deniere hypothese un peu plus faible que la Transportabilité, affirme que seul
I'effet de traitement pour un individu ne varie pas selon qu’il se trouve dans ’'ECR ou
dans la population cible.

Sous I’hypothese 1 (Colnet, Josse, Varoquaux, and Scornet, 2022) montre que l’estimateur
plug-in G-formula suivant converge en norme L' vers la différence de risques au sein de la
population cible.

Définition 6 (Plug-in G-formula).

n+m
1

Tonm = — D (X)) = f1on(X5)),

i=n-+1

avec fi(x) = ERlY | X =2, T =t].

On montre alors une formule similaire pour le rapport de risque avec le plug-in R-G-
formula.



Définition 7 (Plug-in R-G-formula).

) O a(X5)
S fom (X))

Trfg,n,m -
avec fi(x) = ERlY | X =2, T =t].

Sous I'hypothese 2, (Colnet et al., 2022) montre que I'estimateur IPSW suivant converge
en norme L' vers la différence de risques au sein de la population cible.

Définition 8 (IPSW: inverse propensity sampling weighting).

A Il (TY (1T
TIPSWinm = & ; Pr(X5) (@R(x) 1- eR(x)) .

On montre alors une formule similaire pour le rapport de risque avec le R-IPSW:
Définition 9 (IPSW: inverse propensity sampling weighting).
Z pr(Xs) TY

1€R pr(Xi) er(x)
(1-T)Y °

Pr(Xi)
ZiGR Pr(X:) 1—ep(w)

TR—IPSWn,m —
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