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Résumé. Cet exposé s’appuie sur deux articles respectivement en collaboration avec
M. Albert, A. Marrel et A. Meynaoui [Albert et al., 2022] et avec A. Schrab, I. Kim, M.
Albert, B. Guedj et A. Gretton [Schrab et al., 2023]. Nous nous intéressons d’une part à
tester l’indépendance de deux vecteurs X ∈ Rp et Y ∈ Rq à partir de l’observation d’un n-
échantillon ((X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)) et d’autre part à tester que deux échantillons indépendants
de variables aléatoires à valeurs dans Rp, (X1, . . . , Xm) i.i.d. de loi de probabilité P et
(Y1, . . . , Yn) i.i.d. de loi de probabilité Q, ont même loi. Le point commun de ces deux papiers
est d’utiliser la notion de MMD (Maximum Mean Discrepancy) qui définit une métrique entre
lois de probabilités basée sur des noyaux dans des espaces de Hilbert à noyau reproduisant
(RKHS). Plus précisément, étant donné un RKHS Hk associé au noyau k, la MMD entre
deux mesures de probabilités P et Q est définie par

MMD(P,Q,Hk) = sup
f∈Hk,∥f∥Hk

≤1

EX∼P [f(X)] − EY∼Q [f(Y )] .

Pour certains types de noyaux, dits caractéristiques, la nullité de MMD(P,Q,Hk) équivaut
à l’égalité des mesures de probabilités P et Q.

Pour le problème de test d’égalité des lois P et Q de deux échantillons, nous nous concen-
trons sur l’estimation de la quantité MMD(P,Q,Hk), pour un certain choix de noyau k, en sui-
vant les travaux précurseurs de [Gretton et al., 2007]. Par ailleurs, pour tester l’indépendance
de deux vecteurs aléatoires X et Y , nous proposons d’utiliser le critère d’indépendance de
Hilbert-Schmidt (HSIC) qui a été introduit par [Gretton et al., 2005]), et qui n’est autre que
la MMD (associée à un certain noyau) entre la loi du couple (X, Y ) et le produit des lois
marginales.

L’objectif de l’exposé sera de montrer comment on peut construire des estimateurs de
la MMD et du HSIC puis d’en déduire des tests d’homogénéité et des tests d’indépendance.

1



Nous verrons en particulier le recours à des techniques de permutation pour garantir le niveau
des tests. Par ailleurs, nous donnerons des résultats de puissance pour les tests, qui s’appuient
sur des inégalités exponentielles pour les U-statistiques dues à [Arcones and Giné, 1993] et
[Giné et al., 2000]. Nous discuterons également du choix des noyaux utilisés et nous montre-
rons l’intérêt d’agréger des tests associés à différents noyaux.

Mots-clés. Tests non paramétriques, Maximum Mean Discrepancy, critère d’indépendance
de Hilbert-Schmidt, méthodes de permutation, tests agrégés.

Abstract. This presentation is based on two papers respectively in collaboration with
M. Albert, A. Marrel and A. Meynaoui [Albert et al., 2022] as well as A. Schrab, I. Kim,
M. Albert, B. Guedj and A. Gretton [Schrab et al., 2023]. We are interested, on the one
hand, in testing the independence of two vectors X ∈ Rp and Y ∈ Rq from the observation
of an n-sample ((X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)) and, on the other hand, in testing that two inde-
pendent samples of random variables with values in Rp, (X1, . . . , Xm) i. i.d. with probability
distribution P and (Y1, . . . , Yn) i.i.d. with probability distribution Q, have the same distri-
bution. These two papers have in common their use of the notion of MMD (Maximum Mean
Discrepancy), which defines a metric between probability distributions based on kernels in
reproducing kernel Hilbert spaces (RKHS). More precisely, given an RKHS Hk associated
with kernel k, the MMD between two probability measures P and Q is defined by

MMD(P,Q,Hk) = sup
f∈Hk,∥f∥Hk

≤1

EX∼P [f(X)] − EY∼Q [f(Y )] .

For certain types of kernels, known as characteristic kernels, the nullity of MMD(P,Q,Hk)
is equivalent to the equality of the probability measures P and Q.

For the problem of testing the equality of the laws P and Q of two samples, we focus
on estimating the quantity MMD(P,Q,Hk), for a certain choice of kernel k, following the
seminal work of [Gretton et al., 2007]. Furthermore, to test the independence of two random
vectors X and Y , we propose to use the Hilbert-Schmidt independence criterion (HSIC)
introduced by [Gretton et al., 2005]), which is none other than the MMD (associated with a
certain kernel) between the law of the pair (X, Y ) and the product of the marginal laws.

The aim of this presentation will be to propose estimators of the MMD and HSIC, and
then to derive tests of homogeneity and independence. In particular, we will explain how the
use of permutation techniques allows to guarantee the level of the tests. In addition, we will
give power results for the tests, which are based on exponential inequalities for U-statistics
due to [Arcones and Giné, 1993] and [Giné et al., 2000]. We will also discuss the choice of
kernels used and show the benefits of aggregating tests associated with different kernels.

Keywords. Nonparametric tests, Maximum Mean Discrepancy, Hilbert-Schmidt Inde-
pendence Criterion, permutation methods, aggregated tests.
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[Gretton et al., 2007] Gretton, A., Borgwardt, K., Rasch, M., Schölkopf, B., and Smola, A.
(2007). A kernel method for the two-sample problem. In Advances in Neural Information
Processing Systems, pages 513–520, Cambridge, MA. MIT Press.

[Gretton et al., 2005] Gretton, A., Bousquet, O., Smola, A., and Schölkopf, B. (2005). Mea-
suring statistical dependence with hilbert-schmidt norms. In Jain, S., Simon, H. U., and
Tomita, E., editors, Algorithmic Learning Theory, pages 63–77, Berlin, Heidelberg. Sprin-
ger Berlin Heidelberg.

[Schrab et al., 2023] Schrab, A., Kim, I., Albert, M., Laurent, B., Guedj, B., and Gretton,
A. (2023). MMD aggregated two-sample test. J. Mach. Learn. Res., 24 :Paper No. [194],
81.

3


